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über eine Aufgabe der Mechanik. 



Von J. WEiMGAxm m Berlin.') 

Die Fraf(e micli dfUjVni'^fpn Ixurveu, welche die Eigenschaft haben, 
für die Bewegung emes luatenolleu Punktes, der auf ilinen zu bleiben 
gezwungen ist, und dundi den Einfluß gt-gehcner Knifte bewegt wird| 
taatochron txl sein, Liat eiieaiais das Interesse der Matheuiatiker auf sich 
gezogen, und eine Menge spezieller Aachen dinier Art haben daher 
ilire Erledigung gefnndeiL Ifii einer eolcliaü beieUÜIi|;t! ticb Abel im 
1. Bde. dee Creneeoiien Jonnuüs (Lömng einer meduuneehen Aufgabe), 
indem er die Gkielrnng der Klirre^ welche die Zeit der Bewegung 
einee Punktes, der Ton dnem beliebig«i Punkt derBelben bie xom 
tieftten dmdi eine konatonte Sehweiknil getrieben wird, m einer ge- 
gebenen Funktion der durch&llenen Hohe maebt, auf eine liöchst ele- 
gante Weise bestimmi Im 48. Bande jenes Jonrnals wird dieselbe 
Frage von Meißel unter Voraussetzung des Newtoneoh^ Attraktions- 
gesetzes auf eine von der Ab eischen vollkommen verschiedene Weise 
behandelt, wobei jedoch das Endresultat eine wenig el^ante Form 
ümimmt. 

Eine allgemeine Lösung jenes Problems für ein beliebiges Attrak- 
tionsgesetz läßt sich nach dem Vorgänge Abels mit Hilfe eines be- 
stimmten Integrals leicht geben. Um im folgenden nicui aufgehalten 
zu werden, will ich zuvorderst die Formel, aus wdcher jene Lösung 
sofort abmlesai ist^ entwickeln. Za dem Bnde nmohe ieb Odnwidi von 
fegender, leiebt geometriscb sn Terifizierenden G^kicbong: 



1) Die Arbeit stammt aus Jom .Tahro lJ»f)9 und ist aus äußeren 0 runden 
unveröffeailicht gdbliebea. Sie dürfte auch Jetzt uoch durch die Eigenart der 
Methode da« bitemw der Mathematiker exregeu, obwohl inzwiMhen andere 
Arbeiteil über ProUeme des Tantoduvnum«« vertffentlicbt eind nnd inebeeonden 

Sotuoff IKßy in «einer Note sur la Solution donnee par Abel d'uu probleme de 
m^caniciiif" (Bull Aead Pf-tpr»*!). Ift, 4ÖS)) für eine Kruft, die ein Potential hat, 
clie Losung ebenfalls mit liili'e von Doppellutegralen entwickelt hat. Red. 



2 J- Wbmoabtsh: 

Snbetitiiierii nua in dieselbe för die wiUkflrliclie Fnnktioxi 9) (a, r) die 
folgende: 

^''^ ' (^(ar)-'^,(a))^--(^(«)-',l,(r))"' 
so erhält man folgende Gleichheit zwischen zwei Doppelint^pralen: 



X X 



Bemerkt man aber, Uatt das Integral: 

f V(«)dg 

r 

durch die Sabititation 

in iuigeudes übergeht; 



und daß: 



1 

Jw*-^{l~df)-''dui = (1 - n,n), 

(i-«,«)-r(»)r(i 



so folgt, wenn man noch TOfaTMeetit, daß die Funktion s TOn r ftlr 
r = k verschwindet: 

* * d 

— y (f(«)-.^(r)r Mii(»») " 

eise Fornif>l, welche mannigfiMshe Dienste leisten kaniL, und in der k 
ganz willkürlich ist 

Ffir — 0 und ^(a) — a geht sie in die tou Abel 

über. 
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Ober «me Aufgabe der Mechanik 



Setet nuui in 



der aSgeniQUMii Fornwl | fDr so folgt: 



8 



l i Ji> {u} ■ da I dr 



£b sei uumnehr eiue ebene Kurve betrachtet, auf welcher ein 
materieller Punkt beweglich ist Derselbe werde toü einem ia der 
Ebene der Karre Uegenden anxielieiid«!i Zea- 
tmm. C angezogen, mit eintf nur Von der Ent- 
fenrang r von C wirkenden Kmft von der 
GrSBe i>'(r) pro Masseneinheit Die Eorve 
selbst sei überall konvex gegen C. 

Bezeichnet k die Entfernung des dem 
Punkte C zunächst gelegenen Punktes B der 
Knrre, a die Entfernung desjenigen Punk- 
tes A derselben Kiirve, in welchem die Be- 
wegung des materiellen Punktes ohne 
Geschwindigkeit beginnt, ferner r seine Ent- 
fernung von einem beliebigen Punkte, luid 

schließlich s die von ß anfangend«* nM-h A positiv gewäJiite Bogen- 
länge BFf 80 wird die Dififerentialgleichuug der Bewegung 




dt* 



und 



Hiemus ergibt sich die Zeit der Bewegung von jI bis an dem 
P^mkte B m 



dr 



Es wird verlangt, (icn Bogen s so als Funktion von /• anzugeben, 
daß T eine gegebene Funktion (p{a) der aulangiiclien Entfernung a werde. 
Zu dem Ende muß die Gleichung: 



dr 



identisch erfüllt werden. Multipliziert man auf beiden Seiten mit 
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4 WlLUKLM (ScUltLL: 

^ — j ' ■ und mtegriert Kwuehen den OreoMii Jt und d?, so folgt 

mit EückBicht auf die oben abgeleitete Formel 



indem « ftr — Tecvohwindet If an hat daher ftr « dnidi r aos- 
gedxfl«^: 

wodurch die Aufgabe gelöst ist. 

Für die Taatochrone wird 9(0) — «e — conat, woher f&r ihre 
Gleichung: 

Aus dieser Gleichung ermittelt sich leicht die Poiargleichung der 
Tautochrone für den l'uukt C als l*ul. 

Berlin, 1ÖÖ9. 



Synthetische Behandlmig einiger Probleme über Kurven 

doppelter Extlmmang. 

Von Wilhelm Schall in Karlanihe. 

1. Die Kurven konstanten Ahstandes der 8titmiegM^ad»enen von 

einem Piinldc. - Es sei eine Kurve, als kontinuierliche Punktfolge 
M M' M" M'" , . , gedacht, durch die Bedingung bestimmt, daß ihre 
Schmiegungsebene von einem Punkte P den konstanten Abstand a 
habe. Durch P ziehen wir nach den Kurvenpunkten M die Strahlen P3f; 
sie bilden »'ine KegelHüehe mit dem Mittelpunkte F. Die Hchmiegungs- 
ebene des I'unktes M der Kurve geht durch M und die beiden fol- 
genden Punkte AI\ M' derselben, die .Schmiegungsebene des folgenden 
Punktes M' durch M'j M", M'". Beide Schmiegungsebenen schneiden sich 
in der Taugeute de» Punktes M', welche die Richtung ded Bugea- 
elementea M'W bat. FUkn wir von P «nf die beiden Sehmiegungs- 
ebenen MM'^" und M'M'^M*" die Perpendikel und PQ\ so 
steht deren Ebene PQQ' anf beiden nnd mithin anf ihrer Dnreh- 
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SyntheltMlie Behattdluag einiger Probleme über Karvea doppelter KrOmmniig. 5 

sdmittoUnie, der Tangente des Punktes M', eenkreohi Laasen wir 31' 
mit M rasammeiifidleii, ao frÜMi beide Sf^kmiegungsebeiieii in der 
SchiniegungMbene Yom M und beide Perpendikel in dem Ttm P auf die 
Tsngente von M gefSUten Perpendikel PQ snaammein. Diea Perpen- 
dikel liegt in der Tangentenebene der EegelfflUdie, welche diese 18ngs 
PM berOlirfe. Daber steht die Schmiegnngvebene der an bestimmenden 
Kurve auf der Tangentenebene der Kegelfläche in M senkredit nnd 
gellt durch die Normale dieser Fläche in M. Die Tangentraehene der Kegel- 
fläche ist daher die rektifizierende Eheiio der Kurve und die Kegel- 
flache ihre rektifizierende Fläche, durch deren Abwickelung sie in eine 
Gerade übergeht. Diese Betrachtung liefert daher den Satz: 

Die Kurven konstanten Abstandes ihrer Schmiegutigsehenen von einem 
Pnnlic F sind die kürzesten (gmUitiscJien) lAnien der Kegelßäehmf iedehe 
den Funkt F sum Mitteljninkt haimi. 

Zwei aufeinanderfolgende rektifizierende Ebenen einer Kurve 
schneiden sich in der rektifizierenden Geraden derselben, und diese Gerade 
bildet mit der Tangente der Kurve eiuen Winkel //, für welchen 
tgjH^="r:p ist, wenn q und r den Kxümuiungs- m\A Torsionsradius 
der Kurve bedeuten.*) Beim Übergang eines Kui-veiipunktes in den 
nächstfolgenden ändert sich der Winkel H um den unendlich kleinen 
Winkel der beiden aufeinanderfolgenden rektilizierenden Geraden. 1 ür 
die geodätische Linie einer KegulHäche ist die Erzeugungslimc dieser 
Flache die rektifiaierende Geiade, und man siebt leicht, daß H fort- 
während wSdwt, wShrend der besehrnbende Punkt die Enrre dorch- 
liofL In «nem gewissen Punkte wird \% und in ihm, dem 
Scheitel, steht die Tangente auf dem Strahle PJf« in Jf« senkrecht 
und wird daselbst PM^^üf gleich dem konstanten Abstand der 
Sdimiegnngsebmen. Wickelt man nun die Kegelfläche ab, so erhalt 
man das ebene Dreieck MqMP, in welchem die Seite M^M den vom 
Scheitel an gerechneten Kurrenbogen s darstellt, während an ilC der 

Winkel H liegt Dahmr wird tgir=*= - und fol^ch mit Hilfe von 

tg ^ r : auch q :r <^ s:a] welche Gleichung die charakteristische 
Eügenschafl der geodStiseben Linie der KegeliSchen ausspricht, nftmlieb: 

^ür die geodäiisdie Linie der Kegelflächen ist das Verhältnis des 
KrüiimmHSffHradkis q am Sdmiegungsradim r äm B^fm s prqparHonaH, 
ivem dbwße vom Sdimtd der Kwve an geredunei wird.*) 



1) T^. laeiBe aUgemeiiM ÜMOiie der Eunin deppdter KrQminvag in rein 
getnaetaischer Darstellung. 2 Aufl . Leipidg 1898. Kap. TI, f 5, 
1) Ebenda«. Kap. IV, § 13, Sats XI, a. E. 



6 



WasHiM Schill: 



8. Die Rmm konriantm Abttandea der fMfimtmäm Ebene wm 
emem Punkte P, — Die raktifiaerande Ebene einer Karre ist die 
Sidmuegunggebene ihrer rektifisierenden GhsUinie, d. Il der Gretluue der 
ftbwickelbaieni FlSehe, dnrcii deren Abwiekelmig die Kurre in eine Ge- 
rade ubei^bi Daher ist nach ^ 1 die Karre eine Karre konstanten 
Abstandes der rektifizierenden Ebene von einem Punkte P, wenn diese 
Gratlinie eine geodätische Linie einer Kegelfläche mit dem Mittel 
punkte P ist. Diese Gratlinie ist aber getneinHfhafHiche rektifizierende 
Gratiiiiie für alle f^eodätischeii Linien liirer Taugentent^;icho, weil 
diese durch die Abwickelung ihrer Fläche in gerade Linien übei^ehen. 
Daher der Satz: 

Kurven konstanfeii Ahsfantlcs ihrer rektifiziert tul' n Fhcum t on 
einem Futikte P siiui die (jeoduiisclwn Linien der nhir'x blixui-n Flätitt, 
di rm (rraÜinien geotlätiscJie Linien auf Kegelfläclmi aiiuif dtrm Mittel- 
punkt F iat. Die geodätischen Linim dieser Kegelfläche selbst aiml ins- 
besondere Kurven konstanten Äbstmides ihrer rektifizierenden Ebene mm 
Abslande Nidl von P. 

^. Die Kurf^m hi}isf4in(e)i Ahsfandrs der Normalebetie von einetn 
Funktr P. — Die Jvonualf^ifn*' einer Kimvp ist die Schmiegungsebene 
der (iratliuie (ior Fläche der krümmungsachsen, welche Fläche von ihr 
in allen Lagen berührt wird. Diese Fläche ist gemeinschaftliche Fläche 
der Krümmungsachsen für alle Planevolventen der Nonnalebene.*) Sie ist 
deren Evolutenfläche und ihre Evoluten sind ihre geodätischen Linien. 
Hiemns ergibt sich der Satss: 

Die Flanevolventen der Gratlinicn aller alwickdbaren Flächeti sind 
die Kwveik bmetankn AhsUmdes der Normalehene m einem Punkte P, 
wenn die QraMi$uen geodäHsiAe Urnen von Kegel flädien mit dem Jfitfe^ 
punkie P sind. 

Die Planevolventen der Normalehene sind zugleich Scharevolvent<?n 
der geodätischen Linien der Fläche der Krümniungsachsen, daher kann 
der Satss aneh iii der Form ausgesprochen werden: 

Die Evolventen der geodätisdwn Lmim der ahwiikelbaren FläcJum, 
deren GratUnien g<x}däÜ8ehe Linien von Kcgclflüciien mit dem Punkt P 
ob Mittdpmkt sind, sind die Kurven kensUmkn Absiands der Normal- 
ebene vom Pünkt P.*) 



1) a. a. 0. 8. 46. 

8) Eine «aalytiiicbe Behaadlnng der drei Fkobleme in Nr. 1, 8« 8 T<m 

rirniuüiii fiudtt »ich in Batta^Hnig Giomalc ili mateinattdie Jabxg. M. (1888) 
io desseu Abhandloog: äolle linee a doppia curvatura. 
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Sjnthetifldie Bdiandlnng eiiiiger Probleme Aber Kurven doppdier KriltninuDg 7 

4. Zur Theorie der Kurven konstanter Torsion. — Das Problem der 
Kurven konstanter Torsion ist allgemein noch nirlit «felost. Es sind bis 
jetzt nur einzelne Arten und Gattongen dieser kun'enfamilie bekannt, 
wie die Kurven kon«t??nten Krümmongshalbmessers, dir« Vorbiegungs- 
kurven eines Kteist », di»; Loxodromen des Kreiscylinders und em spezieller 
kubischer Kegelschnitt. Die Lösung hängt eng mit den Umkehrungs- 
problemen der Krümmungshalbmesser and Hauptnormaleu zusammen; 
ea BoU hier gezeigt werden, m imii ans einer gegebenen Enrve kon« 
atNifeer Tornon mit Hilfe dieser Ümkehningen ganie Sduuren Ton Eiuren 
dieser Familie ableitai kenn. Dmeh jede salehe Eure lassen sieli n2m- 
liflli noendlieh viele windsehiefe flachen Isgan^ auf deren jeder noch 
eine sweite Kurve derselben Art geifiinden werden kann. 

Es sei Mj M', M", ... die kontinnierliehe Punktfolge einer Kurve 
(Jl) und Cy C'j C", ... die der Kurve (C) ihrer Krflmmnngsroittel- 
punkte. Durch die Tangenten t, t\ t", ... von (G) legen wir nadi 
irgend einem Gesetz eine kontinuierliche Folge von Ebenra f ', e", . . .j 
dieselben berühren eine abwickelbare Fläche F und schneiden dch paar- 
weise ;infpin;iD Verfolgend in der Fol^e von (xeraden x, x', x", . . den 
Eraeugungslinicn dieser Fläche, welche ihrerseits durch ihre successiven 
Durchschnitte K, K\ K", ... die Kurve (K) hefem, nämlich die 
Gratlinie der Fläche F, deren Schmiegungsebenen die Ebenen f sind. 
Ziehen wir in den Ebenen c durch die Punkte C zu. den durch sie 
hindurchgehenden Oenden x die Normalen n und durch die 

Punkte C, C, K ICrnse, so werden diese die Knrre (C) in den Punkten 
C berühren vnd die Nonualen n außer in C noch in Punkten Jf schneiden. 
Die Folge der Punkte Jf bildet eine Karre {M), deren KrOmraungs- 
mittelpnnkte die Punkte deran Nonnalebenen die Ebenen deren 
Hauptnormaleu die Geraden deren Ejrfimmungsaehsen die Gestaden % 
und deren Schmiegungskugetmittelpunkte die Punkte K sind. 

Man erkennt dies, indem man die Ebene b Uber die I^lache F be- 
rührend hingleiten läßt, wobei diese sich auf s abwickelt und abbildet 
Bei flieser Abwickelung rotiert die Ebene € successive um die Ge- 
raden % und be.schreibt (Ut Punkt M senkrecht zu ihr das Rogenelement 
MM' der Kurv© (-A/;, deren Normalebenen die verschiedenen Lagen 
von f wenlen. Die Kurve ((7) geht in eine ebene Kurve {y), die 
Kurve {K) in eine ebene Kurve (x) über. Die Normalen n werden 
zu Strahlen v eines Punktes /i, welcher die Abbildung aller Punkte M 
der Kurve {M) ist; die Geraden u bflden sieh ab als die Tai^^ent^ x 
der Kurve (x) and stehoi senkrecht auf den Geraden v. Der Punkt f» 
wird der Pol, in Bezug auf welchen die Kurve die Fnßpnnktknrve 
vom (y) ist Wlhread die Ebene s durch Rotation um die Geraden % 
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lind x' in die htigen e' \nu\ f" gelangt, Itesclireibt der Punkt |ti die 
beiden Bogenelenienf«' ^^' und 3F J\f ', deren Kbene senkref^!it auf f 
und (" und mithm auch auf deren Durcliscbnittslinie x senkrecht Kteht; 
daher werden die Qeraden n die Hauptuornialen und die Puukte C 
Kriimmun^mittelpunkte, die Geraden x Krüiamungsaxeu und der 
Punkt (A'j, Schmie^ungskugehuittelpuukt von {M). 

Durch die angegebene Konstruktion ist eine Kurve ) gefanden, 
ftbr welche die Fliehe der Oerwlen n Fliehe der Haiiptnonnalen ist 
Naeb dem Bertrandschen Satee fiber die Karren gemeineamex Haupte 
noxmalen gibt es auf derselben Flache noch eine zweite Kurve 
für welche sie zugleich Fliehe der Hauptnormalen ist, wenn zwiechen 

ihrer Krttmniuufp * und Torsion * eine lineare Relation - + — 1 

besteht. Ist t iae Kurve ) -i u Ii » n, so kann daher mit Hilfe jeder 
durch sie liindurchzulegenden ah\^ ni' Ibaren Fläche F eine windschiefe 
Fläche gelüuden werden, deren Kr/iuguugsliiiieii die getueiuschaftliche 
Fläche der Hauptnormalen zweier Karren bilden. Bloß in dem Falle, 
dafi diese FBiche ein windsehidfoa Helihoid ist, gibt es nicht zwei, 
sondern unendlicb viele Eurren, welche sie zur gemeinsam«! Fti&che der 
Hanptnonnalen haben, und sind diese Kurren Sehranbenlinien emes 
Kreiszylindera. 

Zwei Kurven (M) und (JV) von gemeinschaltlieher Flache der 
Hauptnormalen besitBen folgende }dßr in Betracht kommeaden Eigm- 

sehaften^): 

Es krmeen sich die Tmtgmten in dm Punkten M und N, in 
wekhen sie diesdbe Haupinomicde treffen, unter konstantem Winkel a. 
Beide Knnien Jiahen konstanten Abstand a der Punkte vo» einander, 

welche auf äcrsclhcn Hauptnormalen liegen. 

Das Pfofhihf der Torsionsholbmesser r, r' heider Kurven In den 

Punkten derselben Hantplnormdlm itt konstant, nämlieh rr' — l^-Y' 



Ffir die Kurven kmukmler Torsion exgibt sich hieran^ daß m jeder 
sdk^ Xitrve (tnf der Ftääi» iArer EoMptnormäen «me eweUe Kurve 
^feuiXfalb von hnuianter Torsion geßmden werden kann in konsfnnietn 
Abstände a vofi der ersteren und von konstantem Kreumngswinhd u ihrer 

Tangenten in entsprechenden Punkten. 

£Me Lage der beiden Kurven (3f) und (iV) konstanter Tonion auf 
der gemeinsamen fläche ihrer Hauptnormalen ist unmittelbar ersichtlich. 
Ihre Schnittpimkte M und N mit der Er/euguugalinie g der Fläche 
liegen zu beiden Seiten des Zentralpunktes 6^ von g im gleichen Ab- 

1) ft. a. 0. Vm. Kap. § 7. 8. 9. 10. 
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B. Brvaui Üb«r einem vwnmeinklich lichtigeii Sats von Oaiigoiuie. 9 

stand« |a too dieMo; es «md die Tangenten von (M) nnd (N) in 
dieeen Ponkten Mokrecht zn g und bilden die SduDiegungseben«! da- 
Bslbet mit der Zentralebene ^ehe Winkel, so daS die Tonionswinkel 
ebenfalls ^eidi smd; snfterdem sind aooh die Bogenelemente gleich. 
Daber beaitBen die Karren (Jtf) und (TV) gldebe TonLoai in Jf und N. 
D» die Folge der Ebenen t willkürlich ist, so gibt es durch jede Kurve 
(C) unendlich viele windschiefe Flächen^ deren jede gemeinsame Fläche 
der Bba|itnormaIen für zwei Kurven ist. Ist die eine konstanter Torsion, 
so ist es auch die andere. Zu jedrr Kurve Imistanter Tmition Jcann 
also eine nnendJiche MannigfoLHgkeil von Kurve» von s^>w^aUs konstamier 
Torsimi tfefunden werden. 

Karlsruhe, den ^3. Dezember 1902. 



Ül)6r einen vermemtlich richtigen Satz von Gergonne. 

Von K Stdsm in Breslan. 

Einer Abhandlung, welche Steiner in Gergonnes Aimaies de 
Matheniatiques Bd. !!• S. 1 veroflFentlicht hat und an deren Schlüsse er 
2U dem Satze gelangt: Wenn zwei Flächen 2. Grades die Kauten eines 
Tetraeders berühren, ao liegen die 12 Berührungspunkte auf einer 
FIScbe 2. Gi-adei^ hat der Heraoageber 0ergonne einen analogen Sata 
hinzugefügt, dessen Richtigkeit er fttr irshracheinlich hielt: 

Die 12 Berfihrongspunkte TOn drei Flüchen 2. Orad«^ weldie dem- 
selben Tetraeder eingeschrieben sind, liegen auf einer PlSdie 2. Grades.^) 

Es soü im folgenden geaeigt werden, da0 dieser Sota nicht richtig ist. 

Wenn ,4, B, C drei Punkte auf einer Fläche 2. Grades und «, /5, y 
ilirt' Berühnmgsebenen sind, so besteht zwischen ihnen eine Beziehung: 
Das Dreieck ABC und das Ton seiner Ebene aus dem Dreiflache ußy 
ausgeschnittone, ihm nmgeschriehene Dreiseit sind perspektiv, und das- 
selbe gilt für das Dreiflach ußy und den Dreikani aus seinem Scheitel 
nach A, B, C. 

Sind daher A, B, C, a, ß gegeben, so ist die Spur von y in der 
Ebene ABC eindeutig bestimmt Man hat die Verbindungslinie von 
{BCf ff) und {CA, ß) mit AB zu schneiden; die Gerade von diesem 
Schnitte nach C ist die gesuchte Gerade c^, die wir auch als Tangente, 
in C> des Kegelschnitts bezeichnen kSnuen, d«r dorch A, B, 0 geht 



1) steinern Gesaaiiiielte Werke Bd. 1 8. 1S8, wo der Gergoaaeache Sate 

Mcb mitgeteilt wird. 
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und in B die Ebenen ß berfllirt. Dnidt dieee Oemde mnß y 
geh«i; ftber auch jede beliebige (tod ABC Tenchiedene) Ebene duich 
Ci geofigt der Beriehnng. 

Sind hingegen ttf ßf y, Ä, B gegeben, so ist der Ort von C in y 
eine bestimmte, durch a ßy gehende Gerade e. Man schneide die Ebenen 
{Af ßy)f [Bf ya) und dann y mit der Ebene aus aß nach ihrer Schnitt- 
linie in c; diese Gerade c ist Berühnnigskante, mit y, des Kegels 
2. Gradf welcher «, ß, y berfihrt und zwar a, ß längs der dnreh B 
gehen<l ri Kanten aus aßy. 

Babeu die drei Punkte .1, 7?, C und die (irei Ebenen a, ß, y die 
vorfteRchriebeno Lage, so oxistiert ein Kegelucbnitt, weicher a, ß, y in 
A, B, C berührt uiul, perspektiv m ihm, ein Kegel 2. Gradeß aus aßy. 
Alle Flächen 2. Grades, welche diesem Kegel längs jenes Kegel- 
echnittea eingeschrieben mnd, und bekanntiich sowohl einen Bttsdiel 
als eine Schar bilden, beriüiren u, ß, y in B, G. 

Knnmelir seien 7 beliebige Fünkte A, B, C, A\ B', A'\ B" ge- 
geben*); dnrdi A, A'f A" sei die Ebene Uy durch Bf B\ B" die 
Ebene ß gdegk Zu A,BfCf«,ß bestimmen wir die oben beschriebene 
Gerade e^, und y sei eine beliebig durch sie gelegte Ebene (die nicht 
dnreh den achten assoziierten Punkt jener 7 Pimktc ^eht). Sodann 
w«rde zu ßyy,A',B' der Ort c' der Punkte G' konstruiert und auf 
ihm ein beliebiger Punkt C gewählt, und ebenso zu a, /J, y, A", B" 
der Ort e" tlei* Punkte konstruiert und auf ihm ein beliebiger 
Punkt r" gfwählt. Der Piuikt C ist nicht der achte assoeiierte zu 
A, 7), (', A\ B\ A ", 7?"; also geht durch diese 8 Punkte nur eine 
Kaunikurvü 4. Ordnung 1. Art. Sie hat mit y vier Punkte gemein, 
darunter C, C Der beliebig auf c" gewählte Punkt C" ist von 
diesen Punkten verschieden, bestimmt daher in dem Büschel durch die 
Karre eine einzige Flidie 2. Grades. Folglich liegen die 9 Punkte 
A, B, C, A\ B', C, A", B", GT anf einer emzigen FlSehe 2. Grades. 
Ist wdtnr 2> ein dieser Flache nicht angehüriger Pnnkt, so sei d die 
BarOhrongsebene der dnreh ihn gehenden Fliehe der Büschel-Sdiar, die 
SU «, ß, y\ Af B, C gehört, und D\ B" seien ihre Berührungspunkte 
mit den sie berührenden Flachen aus den zu a, ßy y\ A\ J?', C und 
tt,ß,y; A",B", C" gehörigen Büschel-Scharen. Von diesen 12 Berührungs- 
punkton befinden sich schon die 10 Punkte A^ B, C, A', B', C\ 
A", 7?", r'\ D nicht auf derselben Fläche 2. Grades. 

Breslan, Januar 1903. 

1) Die«c Vervoll kommaung de« BowoieeH, daß von 7 beliebigen Funkten aus- 
gegangen «jidf verdaidce ich TeOnehmem an mauien Seminarfibungen. 
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Übsr UmforjuiuigdiL toe Mn-Yinn^] . nnd MinlnLalfignron. 

Von Rudolf Stvbm in KmUu. 

Bei Qelegtmhat «iner Mberen Beschaftigaiig mit den Steinerschen 

Aufsätzen Qber Maxima und Minima^ welche zu meinen Abhandlungen 
im Jonnul fftr Mathematik Bd. 96 und 97 geftihrt hat, stieß ich auf 
eine, wie es schieni noch wenig beachtete Umformung von Maximal- 

und Minimalfigiiren; ich lenkte Bd. 97 S. 5^^ die Aufmerksamkeit auf 
dieselbe und habe sie seihst nicht aus dem Auge «belasse«. Dem damals 
ausgesprochenen Wunsch, daß niiiu ni<»hr solche Umformungen sammele, 
will ich im folgenden selbst eatsprechea, indem ich aus meiner 
Sammlung einige Betspiele mitteile, wobei ich die a. a. 0. gefundenen 
der Vollstamligkcji halber mii aufnehme. 

1. Ich hegiune mit einem ^vhon dem Altertum angehrsrpiulen 
Problem, das ich in Lorias Monographie '^): Le scienze f^satte Jieil an- 
tica Grecia, IV, Nr. 38, kennen gelernt habe. »Serenas von Antissa 
behandelt in seiner Schrift Ober den Schnitt des Kegels*") die drei- 
eckigen Schnitte eines iiotatioüökegels mit Ebenen, welche durch die 
Spitze gehen. £s sei r der Radius des Grundkreises, h die Höhe und 
2e die ans dem Gnmdkreiee gesehnitlme Sehne. Dann ist, Torana> 
geseiast, daß h<r ist, der Inhalt des aBsgesehnittenen Dreiecks am 
größten, wenn 2<!i* — r* + A*; wenn A » r ist, wird dies maximale 
Dreieck dcor Achsensehnitt, nnd es bleibt der Achsenschnitt, wenn 
ili>r ist 

Die Steinersehe Beln«ditimg Aber swei rechtwinklige Dreiecke 
(Ges. Werke, Bd II, 8. 280, Nr. 42) bat midi zu folgenden SUaen 
geftthrt! 

Li dem einen tch swei rechtwinUigen Dreiecken seien Oi, i^i die 
Katheten, die Hypotennse, im andern <4, 5,; c^. 

Es seien Ostens o^, % einseln gegeben: t^^a^t die Diffisrenz 

der Hypotenusen gleidi y. Dann ergibt sich das Minimum der DiffBienz 
der Katheten b^, b^, wenn die Dreiecke ähnlich sind, so lange > a, — o,. 
Ist y w Oj^ ^ Ol, so sdhznmpfen die Dreiecke beim Minimum in gerade 
Linien zusammen: q = aj, a^, ?v, = = 0. Das Gleichsein von 
6} und 5, bleibt nun Kennzeichen des Mimmums, wenn y < — 

1) Ibmorie della Regia Aooademia di Sdense, Lottere et Arti di Hoden». 
Benooe di Scienze S«r. n Yol. X, XI, Xn (189S, 1805, 1900, 190«}. 
9) Deatecb von Kine, Bbsleiaid 1861. 



.12 



B. Stobh; 



ist Oder: c,, c, aeioi einzeln gegeben: ^Cj» und die Differenz der 
Katheten o^; o, gleicli «; die Differenz tob b|, iit dann am kkiimten, 
wenn die Dreiecke ähnlieh sind^ so lange a ^ — ei|. Die Gleidiheit 
Tfm hg, b^, im Grena&Ue a ~ — in der Form 0 er- 

halten, bleibt Kennzeidien dea MinirnnrnB, wenn « > — <^ gewovden ist 

8« Es seien Si, die ktoiiMten Halbsebnen, die, wenn awei Krdse 
Kl, £j gegeben sind, von d»ien JS^.^A^ ist, zu einem gemeinsamen 
inneren Punkte gehSren, wofern ein eolcher vorbanden ist, ^ die 
Tsngentem Tom ein^ gemeinsamen Süßeren Ptaikt^ ferner seitti 1^,, 

J)ff die Durohmesser-Eadpunkte auf der Zentrale nnd zwar 
j^, die je dem Mittelpunkte des anderen Kreises näheren End- 
punkte, «odlich Ä der äuBere, J der innere Ähnlichkcitspunki 

Wenn Ki von umschlosBen wird, so ist A Minimumspunkt 
für den absoluten Wert |5, — j^j der Differenz Berührt den 
von innen, so wird dieser Minimiimspunkt der Borülimngspunkt und 
ah »solcher Fußpnnkt der Potenzlinie. Schneiden sich K^ und K^, so 
breit<^t sich der Mininuimsjiunkt üb* t It n ganzen inneren Teil der 
Püteuzlinie aus. Er reduziert sich wiederum auf den Fnßpunkt oder 
Berührungspunkt und Ahnlichkeitspuukt J, wenn Berührung von außen 
btatthat. Das Maximum von |*\— ergibt sich jü Ysj, so lange 
es noch gemeinsame innere Punkte gibt. 

Für Si + $1 ist «7* Mazimumspunkt in allen Fällen, in denen es 
gemeinsame innere Punkte gibt; Minimumspunkt für + ^ ist im 
Falle, wo von umsdilossen wird, der Punkt Df, der sidi, wenn 
Kg den Ton innen bertthrt, mit iS^ vereinigt Nun bleibt JE, 
Minimumspunkt 

Bei zwei aus einander liegenden Kreisen beSndet aek der Minimums» 
punkt für ^ -r 1^. in und kommt bei der äußeren Berührung in dea 
gemeinsamen Punkt. Während die Kreise sich schneiden, repräsentiert 
jeder der beiden Schnitte den Minimumspunkt; tritt die Berührung 

von innen ein, so fallen sie wieder in den Berührungspunkt, und iv^, 
der in demselben liegt, bleibt Miniuuuuspankt, wenn den 
umschließt 

Maximumspunkt fiir \t^ — ' ist i>, ui allen Fällen. 
Der Maximalwert von /j + i.^ wird ersichtlich im Unendlichen er- 
reicht, der Minimalwert von \t^ — \ auf der Potenzlinie, ao weit sie 

auüei Imll) liegt. 

4. Wir betrachten den absoluten Wert des Produkts der Abschnitte 
auf den Strahlen eines Büsclielp vom Scheitel bis zu den Schnitten 
mit emer Kurve (Steiner, Uns. Werke, Bd. II S. 063). Liegt z, B. 
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ein» Blü|iw tw, ao liafwt die PanUak stur großen Adue das Mftgifiamn^ 
die sor Idniieii Aehse das Miwimmn Wird die Eurre «ne Parabel, 
ao wird das Maximtun, anf der FtoaOeleii zur Achae, nnendlidi grofl^ 
das Hiiiinmm liegk airf der Senkreditaii nr Aeliae. Jenes Uagfe also 
auf der Geraden nadi dem tmendlieh fenien Ponkte der ParabeL Gebt 
man mm sor Hyperbel Aber, ao bleibt das M^igtuni go, wie es sioll 
im Übergangsfüllf herausgestellt hat, abw es kommt aui' zwei Geraden 
an standfly den Paralieleu an den Asymptoten; zu dem bisherigen Minimum 
ist noch ein zweites gekommen: die Produkte aoi den Parallelen an 
beiden Achaen sind Minima^ 

&• Von allen einem spitawinUigen Dreiecke ebgeschrtebenen 

Dreiecken hat dasjenige den Ueinaten Umfang, deeaen Eeken in d^ 
Fnßpunkten der Hohen liegen. 

Wird das gegebene Dreieck rechtwinklig, so geht dies Dreieck 
fiber in die doppelte Höhe auf die Hypotenuse. Und wmm das Dreieck 

stumpfwinklig wird, so bleil)t die Minimumsfigiir so, wie sie sich im 
Ubergangsfalle gestaltet hat: sie ist die doppelte Uöhe auf der größten 
Seite. 

VV>nn ein Kreisviereck ABC!) gegeben ist, so erhält man das 
Miuiiuuni df»8 Umfangs eingeschriebener Vierecke folgendermaßen. 
Schließt dti8 Viereck den Mittelpunkt des umgcschriebouen Kreises 
em, 80 seien aus dem SchniUe der Diagonalen die Lote auf die Seiten 
gefällt. Dae Vioedc der Fufipnnkfce, weloke aimtUeh auf den Seiten 
awisehen den Ecken liegen, bat den kleinst«! Umfiuag. Aber es sind 
naeoadlich vieile ParallelTierecike an diesem Tiereeke mS^eh, innerlialb 
des gegebenen Yiareeks gelegen; sie haben alle denselben Umfang^ wie 
dies Viereck der FbBptmkte. 

Ist eine Seite des gegebenen Yiereoks, etwa CD, Dmehmesser des 
Kreises geworden, so ist ein Winkel dieses ^NaUpunkt^Viereeks fladi 

geworden, und es ist in ein Dreieck übergegangen, das iwei Ecken in 
A tmd B, die dritte auf CD hat; Minimum des Umlai^ der ein- 
gesebrieben^ Vierecke ist der Umfang dieses Dreiecks. 

Und diese Gestalt behalt die Miniraunisfigur wiederum bei, wenn 
das Viereck ABCD den Mittelpimkt des Kreises ausHchließt. Ist CD 
die Sehne, in deren kleinerem Segment das Viereck sich befindet, so ist 
das Minimum des Umfunc^ d^>r des Dreiecks ABG, wo 6r 80 auf CD 
liegt, daß AG + BG ein Minimum ist. 

Dies habe ich im Jounial f. Math. Bd. 96 8. 64 erörtert. Anf 
S. 71 habe ich dann für das beliebige Viereck folgendes Itesuitat er- 
halten, das ich hier etwas anders anordnen und aussprechen will: 
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In dem beliebigen Yienek».ABCD sei ^ + C> 180« und 
sei stumpf; Ton den beiden anderen Gegenwinkeln sei D der kleinere, 
jedenfalls spitze. Hinsichtlich des Winkels U unterscheiden wir die 
drei Fälle: ^ <, > j4 CD + 90®. Nur im ersten Falle kann C ein 
rechter oder stumpfer Winkel sein. Von dieseiu ersten Falle gehen 
wir ans. Es seien 2), @ die Spiegelbilder von Ä in Bezug auf die 
Seiten BC, CD, @ die Fußpuiikt<' der Lote auf diesen Seiten. Die 
Verbiiiduiigsliaie schneide die Seiten in ^8, sodaß der dreiteilige 
Zug A 23 CS A, von Ä ausgehend und in iö, ^ uu den Seiten BC, CD 
geäpiegeit, nach A zurückkehrt. Die Punkte SB, liegen in unaerm 
Falle^ so lange C spitz ist, auf den Seiten sdbet. Und der ümfimg 
des I>reieck8 il$B(E ist die untere Ghrenze des Um&nge sUer dem ge- 
gebenen Yioecke eingeechriebenen Vierecke. 

Wir iMsen erstens B^ACD-^W werden. Dum rflekt 9 in 
die Ecke wSbreod S noch auf der Seite CD bleibi Untere Grenze 
ist dar ürnfjang von ÄB^ und dabei bleibt es, wenn B> AGB + 90* 
wird; wir haben also in diesem Falle den Strahl Ton B an liehen, der, 
in d an CD gespiegelt nach A geht. Zweitens lassen w r. wieder 
^> ACD + 90" voranssetaend, (?b»90* werden; dann geht i Ci; durch 
Cj und in diesem Punkte vereinigen sich 99 und (i; und untere Grenze 
ist A CA, die doppelte Diagonale. Und dabei bleibt es wiederum, wenn 
C < 90'' wird. Das Viereck hat dann zwei stumpfe Gegenwinkel, und 
die Diagonale zwischen ihnen, doppelt, ist die untere tireuze des Um- 
üaugs der eingeschriebenen Vierecke. 

6. Wenn zwei Punkte A, B und eine Gerade g gegeben sind, so 
ist, wofern A, B auf derselben Seite von g liegen, derjenige Punkt 

auf a, wf']fbor die kleinste Entfemungs.Humme von A und B besitzt, 
der Herüiirungspunkt, mit //, der Ellipse, welche A und B zu Brenn- 
punkten bat vmd g berührt, oder einfacher der Schnitt der Verbindungs- 
linie des einen der beiden Punkte mit dem Spiegel bilde des anderen 
in Bezug auf </. 

Fällt ^1 auf g, so wird Aj der Schnittpunkt von A Ii mit g, der 
Minimumspunkt, die Ellipse ist in das Puuktopaar (yl, B) ausgeartet; 
dieser SelüiitlqifDiikt {AB^g) bleibt Minimumspunkt^ wenn A auf der 
anderen Solte von g liegt, als B. 

7. Betrachten wir den Punkt kleinster Entfeniungssumme von ge- 
gebenen Punkten und begnügen wir uns mit den einfacheren 1- allen von 
ä und -i l'uukten. Wenn drei Punkte ein Dreieck bilden, in welchem alle 
Winkel kleiner als 120" tiind, so liegt der Minimumspuukt im Innern 
oftd «rar so, daB die 3 ^IbstnUsn nach den Ecken einen regel- 
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mäßigen Dreisbalil büdfln, d. h. za je xwflieii den Winkd 120* «Stt- 
■ehließen. 

Ist einer der Dreieckawinkel 120", so fällt der Minimnmspunkt 
m seinen Scheitel; uud bei dieser Form der Minimalfigur bleibt es, 
wenn der Winkel > 120® ist: der Scheitel dieses größten Winkels gibt 

das Minimum. 

Siriil vier Punkte in einoi Kin ne gegeben, ao mögen sie zunächst 
so liegen, daß keiner von ihnen imierhalh des Dreiecks der 
andern lieirf. In diesem Falle ist der Diagonaleii- Schnittpunkt der 
jy iuiiiiujuspunkt. Kommt eine Ecke auf eine Seite des Dreiecks der 
andern Ecken zu liegen und zwar zwischen den Ecken, dann ist diese 
£cke Diagoualenschnitt und Minimumsponkt. Uud rückt nun die Ecke 
in das Lum des Dreiedu der sndem Ecken, so bHbt sie Ifinimnmt- 
ponkt. 

Von einer dreikantigen Edke^ derm zogehdrigee sphärisches Drei- 
eck ein Viertel dw Oberflache der Kugel ist (der Ezaeft betriigt dann 
19(3^, kann man aagen, dafi sie ein Viortdianm sei (ihnlieh wie man 
die Worte Halbstrahl, Halbebene gebiancht und den Winkel ISO** eine 
Drittelebene nennen kann). 

Li^ mm ein Tetraeder vor, von dem alle Ecken kleiner als ein 
Viertelraum sind, so ist der Minimnmspnnkt ein im Innern gelegener 
Punkt, bei welchem die vier Halbatrahlen nach den Eckpunkten 
vier dreikantige Ecken bilden, die samtlich gleich einem Viertel- 
ramn »ind. 

Ist eine Ecke des T*>traeder8 selbst gleich einem Viertelraum, so 
i3t sie dieser Minimumsjuinkt, und wenn das Tetraeder eine Ecke be- 
kommt, welche größer ist als ein Yiertelraum, so ist deren Scheitel der 

Mmiuiumspunkt. 

Und ähnliche Umlonaungeu finden statt bei mehr gegebenen 
Punkten. \) 

Auch, wenn es sich um die Entfernungen von gegebenen Geraden 
handelt, kommen soldie Umformungen der Minimumsfignr Tor. 

Das Gemeinsame der besprochenen Umformungen ist, daß beim 
Übergänge von einem allgantinen Falle an einem andern die bisherige 



1) Jouaal f. Hathem. 97, 4». — Zn der Literatur dieses bis ins 17. Jahr- 
]nuidert(Periitat, Cavalieri, Torricelli) zurficlcgehenden Problems dsrUeuwIien 

EntfernungBsumnie mOchte ich Doch erwäbneD, daß Gauß and Schumacher 1S86 
in mehreren Briefen (Bd. III des BrielVechsels) mit diesem Problem Wr 4 Punkte 
mner Ebene xicb beschäftigt haben, ohne jedoch ein befriedigendes Resultat zu 



üiyiiizeü by Google 



16 TBL SniHt: Über Dmfomungea ron Manmftl- nnd MinimiUgiiniL 

diaraklerisiiBdie BügamBcliafl dm Maximiima- oder Ifiiunramsfigar md- 
hiört nnd an ihre Stell» «ine andere Eigenecheft tritt, welche lie im 
Übergänge^ erhalten hat. 

8. Etwas anders scheint die Umformuug zu sein, welche der 
Sector ala Maximaliigur erieidet. 

Wenn ein Winkel TOrliegt^ welcher ^ 180° ist, so schlieflt Ton allen 
Linien gegebener Lange, welche zwei beliebige Punkte der Sehenkel 
Terbinden, der EreiBbogtti nm den Sdheitel dee Winkeb die größte 
Fliehe ein. 

lok habe im Joumal f. Math. M 96, S. 48ff. die Steinerschen Be- 
weise besprochen und erörtert, daß das nicht mehr rirhtiji ist, wenn 
der Winkel > 180** ist. Auf der Chr^Dze 180** ist die Maximalfigur ein 
Halbkreis, nnd ein Halbkreis ist sie auch, wenn die Qrenze über- 
schritten ist, aber doch in etwas anderer Lage, als er sich auf der 
Grenze ergeben hat. Wenn nämlich der Winkel > l*^')" ht, so ist 
Maxiiiuilfigur derjenige Halbkreis, dessen Bogen die gegebene Länge hat, 
un<i J> -sen Durchmesser auf dem («inen Schenkel des Winkels mit dem 
einen Eiidpuukte im Scheitel liegt, also nicht mit dem Mittulpunkt. — 

Ich wiederliole, was ich schon im Journal 1'. Math. Bd. 97, S. 59 
gesagt habe, daß es mir zweifelhaft erscheint, ob der analoge Satz 
im Räume: 

„Unter ulleii Körpern, welche von einer gegebenen körperlichen 
Ecke (oder Kegel) durch eine der QrSfie nach gegebene Flache ab- 
geschnitten werden, iit derjenige dn Maximntn', bei weldiem diese 
Fliehe einer Engel nm den Sdieitel der Eeke angehört'^ 
fIBr alle OrSBen der Eeke gilt 

Breslau, Dezember 1902. 



1) Steiner, (ies. Werke Bd. 11, S. hü6 Nr. 78 IV. Der Schluß dett zweiten 
Bteinericben Aufiatui Aber Hanmuni und Ufiniimiin entUlt nodi viele nn- 
betflbite ftobleuB} die Aufgabe dee Steiner - Fkeitn Ittr IMO hat auf lie fain- 
gewietea. 



üiyiiizeü by GoOgle 



A. HcBwiTZ: Über höhere Kongruenzen. 



17 



Über höhere KoDgmenzeii. 

Ton A. HüRWiTZ in Zflndi. 

Die Frage nach der Äozahl der Wnnelii einer KongmeiUB 
Ojaj'-* + Oias*"* H h - i ^ 0 (modp), 

wobei der Modal p eine Primzahl ist, läßt sich nach einem Satze Y<m. 
Herrn König*) mit Hilfe der aus don Kooffizienten a^, a^, ...o,,^i 
gebildeten cyklischen Matrix vollständig l)eantwnrtcii. Int uuuilich 
p — 1 — h der Raug dieser Matrix modulo so ist h die geguchte 
Anzahl. Eine ganz anders geartete Antwort auf dieselbe Frage will 
icli in den folgenden Zeilen entwickeln und daran einige weitere auf 
höhere Kongruenzen bezügliche Betrachtungen anknüpfen. 

1. Den Ausgangspunkt meiner Unttrsuchnng bildet die emlache 
Bemerkung, dat^ nach dem Fermatscheu Satze 

l — oder O(modp) 

ist, je neehdem Jb durch p teilbar iat oder nicht. Hieraoa folgt soforft^ 
d»B^ wenn N die Änaihl der Glieder der Zahlenreihe 

hemicfanet, wekhe dnrdi p teilbar sind, die Eongmena 

(1) (1 - JcP-') + (1 - Z;; - 1) + . . . + (1 - A^-i) (mod|)) 

besteht. Durch diese Kongruenz ist die Zahl N unzweideutig bestimmt, 
sobald man von ihr weiß, daß sie nicht größer* als p — 1 sein kann. 
Wenn mm die Kongmeus 

(2) f{x) — 0« + OiiT + Ol«* + • • • + Or^ = 0 (mod 

vorliegt, so wird die Auaahl N liirtr vou Null verschiedenen Wurzeln 
nichts andere sein, wie die Anzahl der durch p teilbaren Glieder der 
Seihe 

r(l), «2),...,/-(|,-l). 



1) Siehe G Rados, Zur Theorie der Kongruenzen höheren Otade*, Grelles 
Journal 00, 258; L. Eronecker, Ülter einige Anwendnng-f>n d<»r Modulgyeteme 
auf elementare algebraiache Fragen. i]>. )). iiCS. Vgl. auch mehrere Arbeiten von 
Oegeabaner in dea Btnden 95, 98, üi), 108 und 110 der Sitrangsberichie der 
k. k. Atadeaiie der WiMeuckaftai ta Wien. 

^^^^^^^^ ^1^^ 1^^^9(90i^ft^'{^^ ^^ItjnttCv ^Ktl^ktf^ 
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Folglieh iBi N beitimmt durch die Soagroens 
(») Jf = V{ 1 - -M = - 1 - * (««dp). 

Um difiw Kongmens weiier xa eatwickdii, «etee ich 

(4) I/W?" * - K + 0,2; + a,a:« + . • • + a.a-y-* 

- + Ci« -f C;«« 4- Qa;» + • • • C^oj^. 

DtAn kommt 

(5) -2 ^> (1" + 2^ + • • • + (P - 1>^) 

= - (Co + Cp-i + (^(,»-1, + • •) (modp), 

da bebuuiÜidi 

1^- _|_ 2/' -f 1- (p — !>• ^ — 1 oder 0 (modp) 

ia^ je nachdem durch p — 1 teilbar ist oder nicht. 

Aus der Eombinatioii der Eongmenzeii (d) und (5) folgt nim 
Ktmldirt der Satz: 

8ate L Wem 

ist, so wird die Anzahl N der vm Ntdl verschiedenen Wurgdn der 
Kongruenz 

am der Kongrueiu 

1 = Co + + Cii,^ii + • • • Cniodi>) 

gefunden. 

Wir beachten jefcat weiter, daß die (p — 1)*** Potenz von 

/(of) + «i« + «t«* A h OrSf 

die Entwiekelung 

bentet^ wo %j • • s^^t anabhangig von eixiaiider die Werte 0, 1,2,.. .,r 
za dnrcfalaiifen haben. Daher ist 

(6) Co + 6i, _ , + <^(, - 1) + 2 «^«^ • • %^ j, 

wobei die Snmmation Uber alle ^vteme <i> . . .| ^-i an etatieelnn 
istf für welche die Smnme «| + ^ + «>- + ^-t dnrdi p—l teflbar 
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ist ludem mau die rechte Seite der Gleichung (6) nach den Poteni- 
Produkten Ton a^, a^, . . .,ar anordnet, «rhttt man 

wo nunmehr die Summe rechter Iland auszuduhueu ist auf alle Systeme 
nicht negativer ganzen Zahlen o^, a|,..., welche den beiden 6e- 

dingimgeu 

(7) -i- «j H h «r "P ~ 1> *i + 2«t H ^ra^ = 0 (mod — 1) 

gentlgeiL Hiernach VSM sidi dor 8«tB I auch in folgende Faasong 
bringeii: 

Sait IL Die JsueM JSf dar wm SM vendnedaim Wtmdn der 

+ a^x + + • • « = 0 (mod p) 
ist dmdi die Kongnum 

hestimmtj ico die Summaivm den Bedingungen 

o^ + cci-i Ha^ = p— 1, «1 + 2«^ -j 1- r«, = 0 (mod p — 1) 

pema/9 «isM^^iArm «ML 

Nach dem Wils oaeehen BiAae kami man auch den Faktor (p — 1)! 
dnrch — 1 ereetaeiL 

Dareh den Sats II wird die Bestinunmig der Ansah] dw Wnixeln 
einer Songmenz anrückgeflUirt auf die Bereehnnng «uer gewiesen 
gaiuen ganzzaUigen Fonktion der Koeffisienten «i^ Oi, . . . der linken 
Seite der Eimgraeiis. 

%m Diese ganse gatUEsahlige IHmktion der Eoeffiiienten Oq» Oi, o».. . 
beeitat gewisse Lmtrianteneigenschaften, zn deren Daarlegong ich mich 
nnn wende. Dahei ist ee swe<^Biaßi^ statt der einen Unbekannten x 
swei homogene Unbekannte x^ : x^ eimroführen nnd also an Stalle der 
Eongmenz (2) die folgende 

(8) f{x^y «i) - o^ir; + OiUfr^x^ + «•«J"*^ + . . . + ^ 0 (modp) 

EU betrachten. Zwei Paare giiuzer Zahlen (x,, und (^j, x^, welche 
beide die Kongiueaz (8) befriedigen, sind stets und nur dann als nicht 
verschiedene Lösungen der Kongruenz anzusehen, wenn es eine ganze 
Zahl Q gibt, wddie den Eoogmenzen 

< = s (modi») 



20 A. Hosims: 

genfigt. Sind femer und zwei durch p teilbare Zahlen, so be- 
friedigt das Zahlenpaar {x^, x^) die Eongraenz (8); «in solches Zahlen- 
paar wird aber nidit als Lörang d«r Eoogmeiiz gedOdi. Diesen Fest« 
setamigen aufo^e ist^ wie leieht zu aehen, die Anxahl A der LSsongen 
der Kongnieiiz (8) nichts anderes» wie die Anaahl dagenigen unter den 
(p -f- 1) Zahlenpaaren 

(x,, X,) = (0, 1), (1, 0), (1, 1), (1, 2), - . ., (1, p - 1), 

welche die Kongruenz (8) befriedigen. 

Wenn also, wie ol)on, N die Anzahl der von Null verschiedenen 
Wurzeln der Kongruenz 

4- a^x + Oj«* H H a^atf = 0 (mod j^) 

bedeutet^ so hat man 

A^Nf wenn weder noch a, = 0 (mod p), 

N -\- 1, wenn einer der beiden Koeffisienten und = 0 (modp)^ 

A = N -\- 2f wenn beide Koeftizienteu und ^ 0 (mod 2?). 

In jedem Falle ist daher 

+ «5"* + = N-\-2 (modii). 

Hiernach kann der Satz II auch so formnliert werden: 

Sats! III. Die Anzahl A dn- Jxisungen der Kongruenz 

(8) (J^af^ + Ol«;- % + a,a;J-»4 + h a^a^ = 0 (modi>) 

h^rkd^ die Kongruent 

(9) ^ - 1 ^.aj. . . . a«r - - « - a;- ^ (mod p), 
wdeke dm Bedingungen 

(10) + ••• + «r=JP- i; «i + 2«j+ - +ra^_0(modp— 1) 
genügen. 

Die auf der rechten Seite der Eongruoiz (9) stehende Funktion 
der Koeffizienten a^, «i, . . ., Oy möge in der Folge mit A(aQ, «j, . ., n^) 
bezeichnet werden. Dieselbe ist eine ganae homogene Funktion (p — 1)**^ 
Grades. 

T}im vorHiisu-eschickt, betrachte ich nun eine guize gauzzahlige 
lineare »Substitution 
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derea Detmniiuuite ttd — ßy nicht donh p teälMur ist Dttreh di«w 
Snbititation gäbe di« KongraeitB (8) in 

(12) i^iTi + ^i^r + f^itn-'ft + '■• + Kyi - 0 ^modi;) 

Aber. Da nun vermöge (11) jedem Zahlenpaare {y^, y«) O^od |)) ein 
bestimmtes Zahlenpaar (:>\ , x^) (mod p) entspricht und umgekehrt, so 
hnbeu die Kongruenzen (ö) und (12) genau dieselbe Anzahl von Lösungen 

Also folgt: 

ScUi I V. CrefU die Farm 

(13) f{xi, = a,«J + + + 1- »r4 

<ffi>vft dKe SiäMuÜm (11) m ilie Form 

il^, ao giU die Kongruem 

(15) ^ K) = -^(flö» «1» • • •> «r) p). 

In dieser Kongruenz sind h^, ft,, . . ., &^ homogene lineare ganz- 
/iihlige Funktionen der Koeffizienten ttj, ttj, . . a^, und die Kongruenz 
findet statt für jedes System ganzzahliger Werte, welches man <leu 
Koeffizienten Oq, a^, . . beilegen mag. Nun läßt sich aber zeigen, 
daB die Kongruenz (15) in deoa Koeffisienten a^, . . sogar idenÜsdk 
etat^del^ d.h. dafi die Diffwens 

A (b^, 6,, . . ., 6^) - A («0, «i, . . ttj, 

wenn man sie ab Fonktion der unabhängig veränderlich gedachten 
Koeffizienten a^^, rr,, . . a ansieht, den Zahlenfaktor p besitzt. 
£s gilt nämlich der Satz^J: 

,,Wenn die ganze ganzzahlige Funktion G (x^, .rj, . . ., in keiner 
der Variabelü , r,, . , von höherem als dem {^p — 1 "" " O^rade 
ist und wenn für jedes ganzzahlige System dieser Vanabeln die 
Kongruenz 

G{x^, x^,.. ., a?J = 0 (modp) 

stattfindet, so besitzt die Funktion den Zahlenfaktor p" 

Ffir dpTi Fall einer Yariabeln folgt dieser Satz unmittelbar aus der 
Tatsache, dab eine Kongruenz fmod p) nicht mehr Wurzeln besitzen 
kann, als ihr Ctrad angibt, es sei denn, daß sie identisch bestehtL 
Nimmt man nun an, der Satz sei für den Fall von n — 1 Vanabeln 



1) äiebe K. Uenael, Arithmetische Untursuchuugcn ühtr Uli' gemüi&Httiuen 
aaßerwesentlicheo Diakrinuiiantenteiler einer Gattang. pr«Jle«.JonniälllSjil!ill 
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aehoii bewieMü, eo «rgibt rieh leieht, daft et andh für jede FdnVIioii 
Q (Xi, ^) • ' von n Vambebi gfli Hau ofdne die Funktion nim* 
lieh iiAch der Vembdn wodnich sie die Gesfadi 

erhalt, anter G^, G^, . . ., Gp Funktionen der Variabein x,, • . a?, ▼er- 
standen. Legt man letzteren irgend ein System guizsahliger Werte 
bei, so hat die Kongruenz 

xf-^ G, + «f + • • • + G, = 0 (mod p) 

nach Voraussetzung die p Wurzeln jr, = 0, 1, 2, . . ., ^ — 1 und ist 
folglich identisch erfüllt. Es finden also die Kongruenzen 

Gt = 0, Gt^O, G,^0(modp) 

Ihr jedes System gaiissaUiger Werte sb» - • -t sc^ statt; folgUcb be- 
silMiL (t|, Gf, Gp und daher ancli G(i^, x^,..., x^ den Zahlen- 
ftktor p, w. z. b. w. 

Wenn mau nun die DifPerens AQ^f ^i» • • •> ^r) ~ •'^C^'t* • •> *r) 
als Funktion der Koeffizienten a^, , , ansieht, so sind fBr diose 
Funktion die Voraussetzungen des soeben bewiesenen Satzes erfüllt, 

und es f^Ut deranaeh in der Tut die Kongruenz (15) identisch in den 
Koeffizioiiten a^, a,, . . ., a^. Nunmehr führe ich folgende Definition ein: 
£s liege vor eine ganzzahlige Substitution 

(S) + + 

VsnnSge deraelben gi^e die Fonn 

deren Eoefifinenten %t Ot> * • 't <*r nnabhSn^ge Variable amd, Aber 
in die Form 

Weim uuu die ganze ganzzahlige Funktion F{%, Oi, . . ., a^) der 
Kongruenz 

■F(fto» ^» • • K) - F{a^, • . .,a^) (rnodj?) 

identisch genügt ^^so daß F {b^f 6,, . . R^) — Ffa^, (7, , . . a/^ p-ne 
Funktion der Variabein «o, o,, . . vorstellt, die den Zableufaktor p 
besitzt*, so soll 1^ (a„, «j, . . a^) eine Invariante der Form f(x^, .r,) 
moduh p bezuglich der Stibslitutiofi S heißen. Gleichbedeutend daiuit 
seien die Redewendungen F (a^, ai,...,a^) verhalte sich ^nvanMit^' oder 
besitze ,,InTamnteneigen8diafl'' (mod|)) bezfiglieh der Substitation 8, 
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Dieses festgesetzt, läßt sich der Sais IV axui yoUBtäudigei und 
kttraer io ansspreehm: 

Satß V. Die Funktion Ä{aQ, o,, . . ., ist eitie Iiwariante der 
Farm f {x^, x^) nuMo p hemigli(^ jeder gammäiigm iHMorm SMiMifM^ 
derm De iemm i mle nidd dMk p teäbar üt. 

9, Es ist eine interessante Frage, ob sich die Funktion A (a^, ü^,.. ., o^) 
durch einfachere invariante Bildungen ausdrücken läfit. Diese Frage 
erledigt sich leicht^ and zwar in mähendem ffinne^ in dem eiii&cheteii 
lUle r^2f also in dem EeDe einer qmidmtieelien Form 

(16) /"(x,, a-,) = rt^icf + ajXjar, + «gu;^. 

Kfkrze halber werde der Fall p=^2 aoflgeechloeseu, so daß also 
hier p ab eine beliebige img^de Primzahl TonmageeelKt wird. 
£8 handelt sii^ jetst nm die Punktion 

(17) Aifi., Ol, o.) «S»a?'aj»-af-» -af-», 

wobei die Sommation rechter Hand gemaB den Bedingungen 

(18) *f «1 — == j) — 1, «, + 2«j EZ 0 (uiod p — 1) 

auszufuhren ist Wenn mau von den Exponentensystemen 

«0— J> — 1, «i*-0, «^ — 0 nnd «g<-0, «i — O, <i^— j)— 1 

abaiethj^ so sind die Bedingungen (18) nnr dann erfttllt, wenn 

«, — «0, «j + Soq— j) — 1 

ist Daher kommt 

(M) Ä{H. «h. »0 -X^^r^-.,.. («.«^».'-•— 



Nun iet Umm 



Folglich wird 

^(a,, a,)^2' ' ^ ^(-4aoa,)«.a,i->"«-. (modj»), 
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oder endlich 

(20) A (o^, «,) = (aj - 4^,0.)'^ (mod j»). 

t> — 1 teil 

D/ß Funktion -4(«o, fl^) dimmt also mit der Voten- der 

Diskrimiimnte af — ^a^a^ überein. Der Sate III gibt für die Anzahl A 
der Löeungen der Kongruenz 

a^a^ + a^x^x^ + o^aij = 0 (mod j>) 

die Bertimiming 

p-i 

-4 — 1 = — 4a^o,) * (modi)) 

and enthalt also die bekaonta Tataaehei daB dieae Anzahl A^2, 0 
oder 1 betragt, je nachdem die Diskiiminante D — a{ — 4a,)% qna- 
dnktiacher Rest oder Niditrest (mod|)) oder durch p teÜbar 

4. Unter einer „InTariante einer Form f(x^, x^) nach dem ModnI|i^ 
ohne weiteren Zusatz will ich jeiaEt eine ganzzahlige Funktion der 
KoeEfizientai a^, Ot*" •»''r f{^t ^) voratelMai, welche nach der 
oben gegebenen Definition aieh invariant (modjp) yerhalt bezüglich 

jeder SnbstitatioD , deren Determinante z: 1 (mod|7) ist. Aus einer 
doartigen Snbetitation nnd einer Snbetitation von der Geetalt 

(21) «i-yi, a^-W, 

laßt sieh mo(lii!'> jt jede ganzzahÜL'»^ Suhstittition, deren Optp'-minante 
nicht durch p teilbar ist, zusunmieusetzen. E,ine Funktion, die sich, 
wie A(nQ, ''i» • • •)«r\' invariant niod. p heznglich jeder Suhstitutiou 
verhält, deren Determuiante nicht durch p teilbar ist, läßt sicii daher 
charakterisieren als eine ItiTariante, die anch bezüglich jeder Substitution 
der Qeatalt (21) modnlo p Lwariantemigenflchaft beritzb Liegt nnn die 
ganze Funktion 

(22) F CoJ'oJ- ...a^r 

Tor, 80 Terhftlt sich dieselbe inTaxiant modulo p bezüglich der Snb- 
atitution (21), wenn identisch 

Cq^x + s«.+ + r«ra;- ay« . . , a'^r =^ Cal^a^* ... a^r (mod p) 

ist Soll letztere Kongruenz für jedes nicht durch p teilbare q be- 
stehen, so ma6 fftr diejenigen Terme von deren zugehörige Zahlen- 
koeffizienten C nicht durch p teilbar sind, die Bedingung 

(23) «1 + 2aj + h »"«r ^ imod p — l) 
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erfüllt sein. Da man Glieder von F, deren Koeöizient (J durch jp teil- 
bar ist, unterdrücken darf, so folgt also: 

Diejenigen Invarianten (und nur verJialten si<:h !>h>-h(!o p he- 
BÜglich sämtlirher Stibstifuiionm mit med p nicht versehwindtniü r Defer- 
minanie invarimU, welche iadMr vom Getvichte 0 modiilo p 1 simi. 
Hkarmit ist die iiminaiitentheoretische Bedeutung der zweite im 
Saiae m anflnteiidiit StumnationeMiogimg (10) Mar gelegt 

5, Die allgemeine Theorie der Invarianten nach eineiu Frimxahl- 
modul p h&tf soviel ich weiß, bislang keine eingehende Bearbeitung 
er&hren. Sie bieiet eine erhebliche Schwierigkeit dar, auf die ich hier 
noch limweiaen modito. 

Es liege Tor eine Gruppe humugener ganzcahliger modulo p be^ 
trachteter linearer Snbstttatioaen» die sich anf die Variabelii oio» «fi» * • -i ''r 
beziehen. Die einsebie Substitatioii 8 der Ghrnppe stellt die neuen 
Ysiiiabeln l^, &| . . 6aae als homogene gsxuBtahllge lineare Fonktiontti 
der alten Yariabeln o», doieh die Sdueibweise 

(8) (fto, K) - • • 'f «r) 

angedeutet werde. Die Determinante jeder Substitution S der (irrnj>p0 
soll modulo p von Null verschieden vorausgesetzt werden. Die .Anzahl 
der Substitutionen einer solchen Gruppe ist eine endliche Zalü u. 

Als ^Varianten der Gruppe" sollen nun diejenigen ganzen gans&- 
zahligen Funktionen Fia^, a^, . . a^) der Variaheln Oq, a^, . . .^a^ be- 
seidmet werdwa, welche fftr jede Snbstitation S der Eongniens 

(24) F(6„, i*,, . . ., h,) F{a^j «i, • • «j iJ^oAp) 

idwtisch in den Variabein ag, er,, . . genügen. 

Eine der Hauptfragen der Theorie dieser Invarianten ist nun die, 
ob sich dieselben sämtlich als ganze ganzzahlige Funktionen einer 
endlichen Anzahl unter ihnen darstellen lassen. Auf Grund eines be- 
kannten fundamentalen Satzes von Hilbert') hat es nu!< fj-eilieh keine 
Schwierigkeit, diese Fnicje, und zwar in bejahendem Sinne, zu erledigen 
für den Fall, daß die Ordnung n der Gruppe nicht durch p teilbar ist. 
Betracbtet man mimlich das Systijm aller Invarianten, so kann man 
nach jenem Satee aus diesem Systeme eine endliche TaüaX Invarianten 
F^, F^, . . F^ so heransgreifiBny daß jede LiTariante JP sieh linear in 
der Form 

(25) F^AiF^-{-A^Ft-^"- + Ä,F, 

i) D. Hilbert, Über die Theorie der algebraifleheo Fonnea, Hathem. An- 
nalen St, 4W. 
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A« Hqbwiti: 



darstellen läßt, unter A^, A^, . . A^ ganze ganzzaUige Funktionen von 
Oq, aij...ja^ verstauden. Die Gleichung (25) betrachte man jetzt 
(med p) und wende auf dieselbe jede der fi Substitutionen der Gruppe 
an. Daxdi Addition dmt entstohondeii n KongnieiiMii nid danütf 
folgende Division dmeh n enMeht eme Kongraeoi 

(26) F= . + . -f ■ . . + F; . (mod 

in welcher nun F^, Fi ebenfalls Invarianten sind. Da auf diese 

letzteren diesel>ip Betrachtung anwendbar ist, die soeben für F angestellt 
wurde u. 8. f., so erkennt man, daß F sich als ganze ganzzahlige 
Funktion von Fj, F^, . . ., F^fniod|)) ansdrflckRn laßt. Diese Schluß- 
weise ist aber nicht mehr anwendbar, sobald die ürdmmir n der Gnippe 
durch p teilbar ist, weil dauii ilie Division durch n d ;)i nicht zu- 
lassig ist. Die Frage der Endlichkeit der Invariuuten iür eme Gruppe, 
deren Ordnung den Faktor p besitzt, bleibt also eine offene, und es 
BohMi, daß dieselbe mit den bebumten HOftmitteht nicht leidii er> 
ledigt werden kann. 

6. Zu einer neuen Darstellung der im Satze III auftreteniien 
Invariante .^(Oq, a^, . . .j a^) gelangt man durch folgende Betrachtung: 

Beinohnet X^, k^^ . . .fk, ein System ganzzahliger Werte, so beeitst 
sofolge des Fermatschen Bataes die Funktion 

(27) <p (a„ . . u,\k^, k„ . . ., fr,) = [1 - {a^-k^y-'] [l - {a^-Ky-'1 ' • ' 
die Eigenscbalt^ für 

den Weit 1 (modp) ansonelim», dag^^ fUr jedes andere System 
ganiBahliger Werte, welches man den Yariahehi a^, . . modnlo p 
beilegen nu^ nach dem Uodoli» an versohwinden. 

Hiemach ist es leicht^ die folgende InterpoIationBaafgabe m lösen: 

„Man soll eine ganze gan7.zahlige Funktion der Variabein a^, Oj , . . 
bilden, welche in keiner der Variabdn von höherem als dem {p — 1)*^^° 
Grade ist und für jedes System ganzzahliger Werte k^, k^, . . k^ der 
Variabein modnlo p einen dem betreffenden System beliebig angeordneten 
Hößt A ; »,,..., kr annimmt." 

Offenbar wird nämlich die Funktion 

der gestellten Aufgabe genügen, wobei die Summatioii fibf»r alle 
vereclnedeneu Wertsysteme k^f ki,,,,f k^ (mod p) auraudehnen ist. 
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Die Aufgabe gestattet neben der Lösung (28) kerne andere modulo p 
Ton dieser Terschiedene Losang. Denn ist F' o,, . . a^) eine zweite, 
den gestellien Bedingangen genügende Funktion, so moB nach dem in 
No. 2 herangezogenen HiHiweteediePifliBawii» Jr(oo, . . .,a^)-F{a^a^, . . .,a^) 
nndi dem Modnl p identiech TeracihirindeiL 

Kon hat die Funktion 

die Eigenschaft, für «j • • > — (mod p) den W ert 1 (mod p), 

dagegen f&r jedes andere System ganzsahliger Werte 

den Weit Ä (mod p) ansanehmenf nnter A die AniaU der LSenngen 

der Kongrü&oM 

(30) k^äci + ÄjaiJ- »a!^ H h k^sn^ = 0 ^^mod p) 

verstanden. 

Es ergibt sich dalier aus dem Vorstehenden unmittelbar der Satz: 
Die FunkUo» (29) tiack dem Modul p kongmmt der FvmkUon 

(31) ^ [1 ~ (a.-Ar,)P- ^] [1 -(o, -Ä,)!»- 1]... [1 -(a,- 

jfieieft der Antdhl der LSnmge» der Kimffrueiu (80) isL 

Dar YevK^dh der SoelBsienten in den bdden Dutlellungen der 
Fnnklion 1 %y • • -,0^) ergibt eigenMmUche Kongruenzen, denen 

die Anaahlen JU^t,,..^»^ geniigen. 

Züricii, im September 1902. 
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Sur la singülarite dont sont affecUes, pour ane vitesse 
nulle» les öqnatums du monTement d'un pomt utdriel 

frottant snr jm enrface; 

Pur M. T. Lbyi-Civita i Padoue. 

1. Remarqjus preliminaires. Lacutie <iue lu rigmm mathematique 
imjpose de comlkr. — Soit 
(1) tp {x, y, xf) - 0 

r^quation de la snrface S (que je suppose fixe poiir simplifier) snr 
laqiielle est asi^ujetti k reater un point materiel P soUicit^ par uue 
forcc donnoe (JP), 
Soient: 

X, y, Z les coiii|i(>santef! de (F) Ruiyant les ases coordonn^; 

Ft ^ti les valeurs absolues de Bes coniposantes tangentielle 
al noniiBle dans nn point quelconque de la snrfKse 8\ 

ttf ß, y Im oobulus diraeteuzs de la Bormale i 8, ayaat choin 
eomme direetion positive celle poor laqnelle 

Prenons comme unit^ de masse la masse de P: des qu'on sup- 
poae aa Titease diffi^rente de 11610, les ^uatious da mouTemaiifc aeront 









# 

X 






-f\N\ 
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II est i peine n^oesaaire de dire que f designe le coef&cient de 
frottement et N hk T^tion nonnale (ineonnne anxiliaire, que le 
syat^e (1), (2) lui^mdme eert & d^iminer). 

8i l'on a « — 0, la loi empiriqne du frottement an repos apprend k 
difitinguer deiiz cns: on bien, dans 1» poeiHon enviaagee la compo- 
aante taagentieUe Ft de la foroe active ne d^paaae paa fF»; ou biea 

FT>fF,. 

D&m le premier eas le point materiel roste en eqnilibre, et il 
g'i'tiöuit la (lefinition du frottement ooiaiiie uue force exactement 
opposüö H Itt coiupoätiute tangentielle de la torce active (i*'). 
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Sur 1» niigalvitö dont sont sfied^ etc. 



Dam le eeooud ms le point commene« a glisser. Aprte an temps 
iiiÜmmeiit petit dt ta Titeem n'«0t plus nuUe et lea ^mtioiis (ß) 
s'«ppliqii«fiii 

L'erpßrienoe nons fait aaxiti pt^voir ce &it «nalytiqiie: 
Ü eziBtey flOQS la oomditioii 

FT>fF„ 

jma Solution du Systeme diff<^rentiel (1), (2) d^termmee par la conditioii 
initiale que le mobile soit d'im poiut donn^ de la sni&ce avee nne 

Titesse nulle. 

Voilä une c|uestion d'existenee, dont il ne serable pas qu'on se 
soit preoccupe jusqu'ici au poiut de vue inatliematique. II s'agit, bien 
entendn, d'un cäs, qiii ne rentre pas dans lo theorenie general de 
ßriot et Bouquet, puisque le Systeme (2) ne se comporte pas regu- 
li^meat pour r =- 0. 

n feut donc examiner la chose de plus pres. 

C'est ce que je vaia faire en transformant d'abord' le Systeme 
diflSfoentiel (1), (2). Apite eela an petit artifiee me permettra de dänoiitrer 
trte simplement, par la m^ode dasiiqae des limites, l'eziateiioe des 
mt^rales dans lesditea conditions initialea. 

Je n*ai poi profit^ des r^aaltata r^mment aoqoit dane T^de 
des singnlaritfc des ^iiationB diffifoentielles'), paroe qne^ nne fois tnna- 
fona^ le syst^e (1), (2), la d^monstration direote est presqae imm^ 
diäte. On pounait s'en passw en appliqnant au Systeme (III) (aaqnel 
on seim enfin oondoit) une remarque de M. Picard.*) 

S. Ihmsformaiion des igmiwna du momemmt — Je eappose 
(ce qni est eseentiel poor la d&nonstration du nom^ soiTant) que la 
antfikoe et la loi de la foiee aetiTe soient aoalytiqaea. 

Je snppose en ontre (ponr plns de nettetf) qne la foroe (F) ne 
dopende pas de la Titesse dn mobile. 

Soit M an point rdgnlier ponr 8 et ponr le ohamp de foroe. La 
composante tangentielle de (F) enveloppe sur 8 une congni«ice de 
lignes (reguU^res an Toisinage de que j'appelleiai lignes 1. 

D^isignons par fi^p les eosinus des angles que les tamgentes 
a ces lignes (dans la direction de la force) forment avec les axes ooor- 
donncs; par larc (compte dans le mdme seits); par le rayon (ab- 
Solu) de courbure. 



1) Yoir uotamment Picard: „Tmite il'aualjBe", T. 111, Chap. I, IL 
8) Loco citato; pag. 22, remai-que finale. 



30 T. Lsn-CmTAt 

Envisageaiiw eneore^ mir ]a snifwse 8, ki irajeotora «Hhogonalei 2 
des Ugnes 1 et appelons o^, ß^, f^} ^; Iss A^ents qui oorre- 
spondent ä . . fi (Ift direction positive ^tsnt d'aiUenrs fiz^ 
BrbitnizemeEt)^ 

Goimne les oosinos directenrs de la nomutle principale a 1 sont 

on Toit qne la oonrbure g^odenqne de 1 (piojection snr la ligne 2 
de 1a courbare absolae ^ , dingte snivaat la normale principale) est 

dounee par ia somme 

dHme fa^on plus coneise 

(8) fr-ü',^, 

le Symbole £ indiquant nne somme de tennes semblables en tt, ß, y. 
De mime 

(4) . 

repreaente la conrbare g^od^siqne des lignes 2. 

Ceci pose, reprenons les equations (2). Four tonte Solution rega- 
li^ (rMle); les ooordonn^ Vi ^ poonont Itrs oens^ fonctions 
de I par rinterm^diaire de Tarc s de la trsjectoire. En conTenaat de 
prendre ponr direetion positiTe de 8 eelle du monvam^l^ on anra 

Soit ^ l'angle (compte sur le plan taugeut a <S' dant» le sens 1, 2) 

qne la direction 8 forme avec 1. 

On a y\ /\ 

OOS (1 9) -i OOS cos (2s) * sm d>, 

et «1 ontre, ponr tonte fonction des points de S, 
(6) ^»oos^^ + sin*^. 

En appliquant cette identite, on obtient 

g^-'cosdg^ + sm^j^ — ci%cos* + «^sm^, 

"3Ji — (— «i Sin -ö" + fl^ cos -gj^ 4- -g^ cos ^ + sind, 
avec des fonnides analognes ponr y et A 
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Oomme 

, dx d / dx\ dv dx j d*x . 

IflB Iqiutioiis (2) deiieDneiit 



(2') 



^ («^ eo« 4^ + aia 



— X + iV« - ^ I iV j (o, cos * + sin ^) 



Moltiplions ces ^quations par les oosinus direeken» 9» de 1» ]ioi> 
male et igonioma. £il tfinamt eompte de ce qne 

Sua^ — Sa«t^ — 0; 27«' — 1, 

il reste simplemeut 

N Fn + v'h, 

ajaut pose, pour abreger, 

D'aprte (6) et en profitant de Tidentit^ 
on pemt ^onie 

(7) -B - coi« * 2;«^^ + sin« * 2;«^ + 2 ooedsia •i;« ^ , 

oft ehaeime dee irois sommee poas^de ime interpr^tioii g^omftriqiie 
Vien eimple (eourbiize moniMle de la ligne 1, Gonrbiue noniule de I» 
llgDB 2, Talenr commune, an ligne prte, de I» tomoa gtfod^qne). 
Maie oela n'a paa d'impfnrtanoe pour notre but. 

AoheTone la tnuBsformAtioii dea (2^) en lea mnlttpliaat nne pre- 
mitee fois par 

«icoel^ + a^ainl^, Aooa<^ + /9|am'0', Yx^^'^Yt^^* 

uue seconde tois par 
— % sin + «a coa ~ ^ aiu d + cos ^, — f^vin^ yiOOB&f 

et en lea ^{{ontBat cbaqne foia. 



82 T. Levi-Civita: 

Si reo a dgard ma. rektioiui 

et a leurs couBequences 

on trouTB de soite 

^ - i^^ cos d - /- , F. i , i'» ('^^ + 2-' «, = i^V «iu ^ 

tandis qne, d'apr^ (5)» 
on, en Mmttrqnant que 



4«^ -w» 3^ -«I 

= Cü8 — sin -fr. 



11 reBolte aiufii 



(8) 



^-y,«)t»-^|jir|, 

» ä| «»• — «* ^ COS -fr — ein — J?V sin 



Po«r aller plus loin, imaginons de rapporter la surface S k im 
systome de coordoniiees curviligues . (j^ , ayaut les 1 , 2 pour ligues 
coordonn^B (et croiesanty aar ces Ligues, dans le sens positif). 

L'aqpMssion du curr^ de T^ment lin^aire so» de la forme 

Hl et H, etant des fonctions de gi, poeitiTes et r^olitees en toat 
point r^uUer M de la surface. 

II on est de mome, quant ä la i^olarite, pour ies coe£fici«at8 b^^ 
de la Beconde ibnue foudameiitale 

qni n'eat antre qne la forme 
9Tpam6e par lee q. 
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On ^Tidflinmeiit 

JL ™ Ä J_ iy. 1 dg 

_1 . 1 (/?/ 1 (/:: 

^"M^d^f f**'"Std%' 
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et r<ni yrhifte eaos peins^ d'api^ (3), (4) et (7) (en tammi eompte des ex- 
prenioitB bien oannnes des coeffictentB des denz foimeftfoiidMneiitide8)qQe 



(9) 



t dB. l dMf 

r, 6^ co8*^ -|- b„ gjn* ^ -f 2 cos ^ sin 9 



Je Signale en pasMUit ees fonrndes, «ozquellet il finidnit aToIr 
recours dans les applieations eonerUea. Ce qu'fl noui finii xetenir ici, 
c'eet qae y„ ^ lea aiiui qua Jr, F^j f sont de« {onctiona holomor- 
phes de jj^ en tont pomt r%iilier M ^ 

Ponr « «> 0, r^qnation (6) donne 

I\, etant positif^ ou voit quc, pour v aiwez petit, Ton a 

La forme definitive des equations du mouvement s'obtiSiBt en 
asacciant anx (8) oelles qai definissent les d^T^ de qg et 

d« * d* ' 

et par suite, ti npr^s (5), 

da. / a^dq. , , co8^ 

jyuB» %on analogoe 

d^ aia» 

Ou est aiusi conduit au syst^e du qiiatri^me ordre 



0) 



dt 

dv 



ff, ' dt 



d^ 

V ^ — — c' (jfj cos d' — sin ^) — i^j sin 



Im IbnGtioiis ineoiuniss Asnt ^ ^ ^* 
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Au voisiunge des valeurs ^/", M|uels qiie soient d'ailletirs r et Q-) 
iuut eät regulier dans lea secondti meiubres. Ff, Fr — fJt'u sottt essen- 
tieUement positii». 

3. Existence d'une Solution liolomorplie correspondante aux indeurs 

inifinhft fj^ ^ (f^, q.. =^ v = 0. — Kn prenaiit les efjnations du mou- 
vemeut sous Ja forme (1), notre fache revient rvidemmeut ä demontrer 
rexiatence d'une solutiou holomorphe correspundant« anx valeurs 
initiales = a',', = q% v = 0, celle de % n'etant pas doimee ä priori, 
La demiere des equatioiis (1) raontre d'abord que, si uue teile 
Solution exisie, la valeur initiale de & doit annuler sin d'oü ^ = 0 

Ott 

Lft Beoonde bypotli^ est ä rejeter, puisqu'elle donnerait, pour 
rinituit mitial, ±^_F^^fp. 

V iraii donc en decroissant, ce qui est impossible, parce que aa valeur 
initiale amt uuile. 

On a donc initialement ^ = 0, ce qui etait ä prevoir, Ic mouvement 
dennt bien commtiioer dans Ja directioii de la force. 

En Aliminant dt «fc en posant» pour abr^er, 

1) = Fr cos i^-f i^F» - 'L), 

on tire de (1) 

/TT\ dA co8^ da, f>\T\ 9 d& .o, oo«^ — g. > ^ 

W d*-^i/.2>' -dv='lJ,D' "^dr, D i>«**' 

On remarquera quo les seconds membres soiit des fonctions holomor- 
phes des arirunieiits 7,, q^, r au voisinaj^e des valeurs 7^. 0, 0, 
puisque D ne s'aDimle jms pour ce systrme de valeurs (/> -= Fr fF^)- 
Ii est bien clair apres cela quon peut H*i boruer ä douiontrer 
l'existence de troiH integrales holoiuorphes gj, & de (11), se reduisaut 
respectiveineut a (/^^, r^^, Ü puur ü =• 0. 

£11 developpaat — sin d sciiTaat les pussances de — g^, 
9, — Sj, ^ et en appelant e la valeur essentieUeinent poflitive du rappoit 

au point M (g^; on peat ecrire 

, — sin ^ — <J^ + . . . , 
les teimes omis ^tant du seeond ordre an moins. 
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PoBoas munftenaxii 

(10) ^i'fx + vr,, q, = g^, + vtt, 

et remarquons qne les seconds membres de (II), qui sont des tbnctions 
T^gulieres de q^, q^, v dans le domaine des valeurs = 2^, g j == 3j, 
^ = 0, r = 0, (levieanent, d'apres la sabstitution (10), des fonctious 
ri'gulieres de Tj, Tg, r, v pour la valeur zero de tous ces argumeuts. 
Leu teniim du second ordre, par rupport anx ar^ments primitifs, 
obtiennent le factear lorsqu'on Ifta exprime par les nouTelles 
V all übles. 

Apres cela ou reconnait sbub peine qne la sabstitution (10; pttcmet 
de inr&ieBtn* le tjtAibme (II) smu la forme 

(lü) .^ + ..-«*., «^ + »,-«%, ,^ + (c+l),-,sp, 

^1» ^ designaut des lonctionn de r^, t^, t, t; r^ulieres pour des 
valeurs asse/ petites de ces variables. 

Demoiitrer rexisteuct; des iütt'gruli-b holomorplies de (II), qui ae 
rMniseut a ql, (^^, 0 pour r = 0, equiraut ^demment ä demontrer 
l'exiBtem» d^nit syrt^me d'inl^rBles de (III) hcdomorphe poor o 0. 

Lea Taleus initiales de T|, t^, t, qni ne leefeent pas d^tanain^ 
par 1» traofffonnatioii (10), le aont par les ^aatiotw (IQ) eUea-mftiiieB, 
qui donnen^ pour v^O, 

»1 0. 

I<^u leä derivuut^ par rapport a n -j- 1 Ioih et en posaiii eusuite v 0, 
on obtient 

(11) (fl+i)"^^ — , — , («+<=) f;---.-, 

les sccouils membres ne dependant qne de t|, t et de leurs d^riT^B 

jusqu'ä i'ordre n — 1 au plus. 

Le Systeme determine douc les valeurs des fonctious iucoiuiues 
(supposees holomor|>he9) et de toutes leuiö deriv^s, pour v 0. 

Tout se r^duit desüriu^ib a yeriiier la couvergence des seriea de 
Taylor construites ayec ces valeurs. 

AppliquoDB le ealeol des limites et comparons notre Systeme 
(III) areo le t^Btime 

<|ui en resuite rein])la(;ant dans les seCOnds membres ^ par 

des fonctions majorantes iDi^, ÜWj, äK. 

8* 
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hm d^mto saecemiTea des integnlM de QY) (sapposdet holo* 
moiphes et nuUeB pour v^O) mnt dMammim pur des syst^mes 

(12) (« + i)£i_..., (« + 1)^;- (« + «)^-. ■. 

de mSme forme qne (11), les seconds membres etant toatefoii lem- 
plaoA par des expiessiona majonatM. 

Les d^T^ raooeMlTety celcul^a unei, sont done eM^tiellement 
positives et sap^emes en Taleur absolne a cellee qni s'obtiwiiieat de 
(11) pour le Systeme propos^. 

La oonstante c ^tant positiTS^ on augmente eneore cette valeiir si, 
poor n>0, on ramplace les premien membies de (12) per 

en gardant^ pour « 0, les conditions t^'^t^^t^O. 
Les Tsleorsy ainsi modifi^ oonespondent an syst^e 

»iS-.SK., »0-»äK., »^-»a», 

c'est-a-dire au Systeme 

(V) *i=3)i., "ji-w. 

qni n' a plus de singnlarit^ pour « » 0. 

Or le tbfor^e dassiqne de Briot et Boaqnet nons assnre de 
la ctmYergau» des s^ries integrales de (V), sons les conditions imtiales 

T| = T, = » =« 0 

pour V — 0. 

O-n pcut doDC affirmer la convergenco ('iiom- r asse/ petit) des 
series tl»' Tayloi' donnant les iutegrales *iu t,v.su'mo (UJj. 

L'existence dvn iiiU'irrnlrs holomorplicj^ .r{t). yit), z(f) du Systeme 
primitif (1), (2) (sous la coiiditinn que le mobile sorte initialemeut 
d'une Position reguliere N &ycc utic vitesse nulle) est ainsi demontree. 
Evidemraent ce Systeme intejsfrnl holomurnlie est uiiique. 

Remartjue. — La demoustratiuu aeteud d'elle-m&me au caa oü la 
force {F) depeudrait de la vitesae (ses composautes restant holomorphes 
pour V = 0). 

En effct, on est eneore conduit u uu Systeme de la forme (III). 
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Si la Burface 8 irarie aTec le temp.^, il faut modifier la mise en 
^uatioü, et en ontre on ne peat plus eliminer i (ce qai arrive aoMti 
lorsque la force depend de {). 

II suffit toutefois de considerer coniine variable independante la 
▼itesse relative du poiiit par rapport aux (Uemonts materiels de la 
surface S pour que la (ieniouätratiou puisse etre achevee, Bubstantielle- 
ment, comine ci-dessus. 

Padoue, le 5 Beptemhre 1902. 



Brief Ton Leverrier au JacobL 

Mitgeteilt von Heim E. Jahnke in Berlin.*) 

Paris le 24 Janvier 1848. 

Monsieur et tres - illustre Confrere, 

J'ai reyn avec iin grand bonheur la lettre que voiis avfr hien 
vuulu lu adressier sar l'observatoire de Küuigsberg. Habitue' que je suis 
a ne pas compt^r dans vos memoires les f/rmuls rmnfmetdn qni nons 
imposent la douco Obligation de vous adinirer, j'ai lu avcc respect ces 
pugeb de notre gxand g^ometre, pages que je destine a nies archives 
de fimiUe. Ce ii'est pas non plus sana Emotion que j'ai pu jooir de 
eee details empnmies a rintinit^ de rillusfcre Bassel, et daas lesqueb 
respirent a la fois et Totre entier d^ooment 4 la sdenoe et les sentiineiits 
de Tamiti^. 

Que ne pois-je tous donnor im avis sor la haute question que 
Toos sonlevez? Mais je ne suis qu'un astronome calctdateur; et en 
pareiUe matiere on tiendrait sans dont« peu de compte de mon opinion. 
Je snis lein de dire qu'on anrait tort. Strave, Encke, Airy sont 
noe maStres ei Je dois m'en rapporter ä lenr t^moiguage. 

Permett©'/-moi don(^, mon illnstre confrere, de nc point aborder la 
qnestion des proa'd^-s d'observation, niais hien la valeur dea ohservations 
eiles-memes. .Sur ce point je ne nie recuse pas; car en diseutant les 
obs«^rvations, j ai fi|i] tia ii les connaitre, peut-etre niieux quelquefois 
que ceux [in les HMii- nt faites; et c'est pourquoi je prends la liberte 
d en parier. Si ma maniere de voir a ce sujefc catlre avec vos vues, 



1) Bezüglich der Herkunft des Briefes vergleiche die Anmerkung 2) auf H. 268 
des vierten Bandet djeaet Axeldv». 
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ou Ä «De floigneny je l'ignon. Oe aem iTOw d*^blir la relation 
entre Tons et moi, et je m'en rapporte 1^ Tiw dMuctiona. Je redamend 
eeulement qne reue Tenilles bien me les &ire comuftre. J'y gagnend 
a I» fou de m'iiisbiure par volre dieeoMioii et de oontiinier des relatioiui 
dornt tohb ne TOndries paa me priyer aprta m'en aToir fiut nne piemiixe 
foie appr^der le dhaime. 

Rns d'im astronome a soutenn eette th^ qn'il fallait faire beau- 
conp, beancoup d'obserrationsl Bonnes on mauyaises? 01^ o'etait a 
peine si oela importait suivant eux. On prendrait la mojenn^ et Ton 
ne sanrait manquer d'obtonir ainsi la vf'rit^. 

Sans-doute, personne n'oserait aujourd'h.ui s'cxpriuior avec une 
pareille nPttetv sur uno aussi detpstable theorie. Et oependant eile ro- 
presente, avec exatreration si on 1© veut, l'esprit des astronoraes qui se 
refiiseraient a suivre ceux de leiirs ponfreres (lui auraiont ete assez 
heureux pour ouvrir aux übserratious la voie d une plus grande per- 
feotioo. La science ne s'mqui^ en anenne fa^on qne les obaenrattont 
qni Inl aerriront de baae aoieaii anglaises, praaaiemiea, ruaaee on fran- 
^aiaea. H n'y a qne lenr ezactitnde qni Ini impoite. Et je ne croia 
paa me tromper en pr^diaant qne dana nn aTenir elmgn^i loiaqne lea 
mt&rdta particnlien anront dispani, ü ne anmTra t^ellement qne la 
memoire d'nn ^tabliaaement repr^sentatit ä diaqne ^poqne le degr^ 
d avancement de la science d'observation. Ce sera Tobservatoire de 
Maskeline a la fin da demier si^cle^ oeloi de Bradley en 1760, celni de 

Bessel vers 1820, celni de pennettez-moi de ne paa poursuivre 

cette enum^ration. II est donc d^jä, suivant moi, d'un grand intorot 
national potir un pays davoir chez lui l observatoire le plns aviinie 
dans la science de 1 Observation; pnisfiiril s'assure par lä d'etro le re- 
presentaut de son epoque am yeux de la posterite, qui ne manquera 
pas de regarder, dans sa juste cntique, les autres etablissements comme 
etant en arriere de Tetat de la civilisation. 

Uopision qv*«i peat se contoiter d^obaerratiimai nu^ti^ bonnea, 
moiti6 manvaiaea et nombrenaeal C'eat celle dee m^dioeritfc qni n'oaent 
aSronter lea difficnlt^i dea d^tenninatioos pr^ciaes: c*eat celle dea 
pareaaenz qni ne penrent Toir aana effiroi Beaaei lenr propoeer de üure 
dea obaeirationa en hnit pointa de aon cercle. Eh Meaaieon, fl ne 
s'agit ni de rotiie amoor-propre ni de votre peine; mais bien de aaroir 
si cela eat indiapenaable a la rigneor des observations. Car s'il en est 
ainai, et qne vona permstiea dana nne opinion qni place tob travanx 
au-deasons de ceux des autres, et les frappe ainsi de nullite dans 
l'avenir, jajouter c'est l'opinion dos gens peu bonnetes, qui laissent 
tomber par lenr mollesse les etablissements que ie pajs leur a confiea. 
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(hl oomsumde une ImuUe m^tridienne Mimieh (on k Piarii du 
temps qae Gambey viTaii^ on i6 mmait d*im ood« mdcidicn et d'ime 
horloge. Pnis 1^ maini, derri^re le do8, Ott vient, an momeni &x6 |i«r 
l'£ph^eride de Baiin, eonsbiter le moment du pusage d'une ätoile 
par im fil et obseirer sa bissection p«r un antre. On eai artronome 
en mow^ de temps qn'il tt'en laut i nn nmrieieii pour apprendre k 
battre la mesore. 

Je vons le dis franchenieiit, mon illustre coufr^re, je ue vois pas 
que rastrononiie puisse aroir inainteuant rien ä gagner avec des obser- 
vations de cette e8pl»ce. Voiei nies rnisons, (jue vons pi'serez. 

On preiid, par exeuiple, quatre inille observatiuiis du soleil pour 
^tayer aa tk^rie. On 7 appUque la m^ode des moyennes oa celles 
des moindne qnaivie, pea imporbe; on s^en remet an grand nomlnre des 
obecErratioiis pour fiure dispanltre lee erretin doot alles sont affiacb^ 
individaellemeiit Or fl peat se &ure qn'il y ait des errewm systönar 
iiqnes, commimeB pkudenn obsarratoirea^ venant de ce qne le proeM^ 
d'obaervation y est le mdme, et qiu ne disparaiiseiit paa da tont en 
prenaat les moyennes. L'accnmulation des observatioiis ne pent serrir 
qn'a mieaz constater r^cart^ sans donner en aucune ii&90ii mie position 
plus pr^cise pour l'astre considere. 11 n'y a qu'un raoyen de sortir de 
lä: c'est d'etudicr avec une profonde attention tontes les canses d'erreurs, 
«urtout les errenr« svsteniatiques, et de rhereher les moyenss d en atte- 
nuer lefiet Dans les circonstances oü I nn a et<? assez heureux ponr 
y parveuir on a bientot reeonnn (ju'il uetait pas besoin de miUiers 
d'observations ponr arnver ü la verite, et qu'un petit nomhre suffisait 
reellement. Conclosion qui me parait de la plus baute iuiportauce. 

ün räsoltat dädnit de milliers d^observations est an afibt presqae 
indisentable. S*il cadre partout arec les observatioas, oela est bi«i. 
Hais dans le eas eontnire^ yoos tods tronTsa en prteioe d'anomalies 
dont Tons ne ponrea dändlw ni le aens ni la canse^ et Tonfl Mes rednit 
a dire avec Bassel liii>m£me: Non eos feeit prc^ressaB liieoria solis, 
qaos poUiceri videbatur, et ingens munems et bonitas obserrationom, 
sans en pouvoir deduire aucune cons^uence precise snr la constitutiou 
de notre Systeme solaire. Cette pbrase, sous la |diune d'im anssi grand 
criti<nie qne Bcssol, dans la bouclie d'un homme qni ne reculait pas 
devant les grandes eonceptions, e«t la condamnation des theories basees 
Bur un tres grand nombre d'observations. Je ne deute pas qne Bessel 
ne fflt arrive, au moyen d'un petit nornl)rt' d'dliservations a des resultats 
tout ausHi precis (|ne cgux qu'il nous a donnes. Et peut-etre alors, 
il aurait pu (ieui*!;ier la cause den anomalios dout il a ete reduit ü de- 
plorer Texistence. 



40 



E. Jaumu: Bnef von Levorrier an Jacobi. 



ITallee pM m'objeeter qne j'ai moi-mdme fond< des tiiäories sur 

de trte*grands nombres d'obwrvations. On n'amTe ga^ k Im T^t^ 
que par le chemin de l'erreur, et apres en avoir essuje tous les eniiuis. 
C'est donc ponr en aToir eprouve tous 1^ mcony^eats et tonte rin- 

utilit<» que je dis adieu nnx theorios basees sur nn „intens numerus 
obHcrvationiirn'', l)ien n'solu, dans de nouvelles rechercbes (pio j'ai 
entreprises, ot auxquelles je travaille avee ardeur, a faire coucourir 
qn'un petit nombre de positions, dont je saurai ajiprfcier 1« de^o de 
precifiion. Par lä, et par la seulement, les resultats deviendront discu- 
tables, et iious pourroas savoir s'il y a daas le moudc des causes agia- 
Baates dont l'existence ne uoas a pae encore ete revelee d'une maniere 
oeitaine. 

Oü prendni-je ce petit nombre d'obeemttione exceUentee? J'ai 
oompfc^, je TOQS le d^dare, et je oomptetai tonjonis eor robaervatoire 
de KSnigabeigy pour vm psrtie de oe dont j'annu beeoin. Si Toa faiatea 
pvtiriiiona deraient ae rAüiaer, oe qn'ik Dien ne plaiie, je poxteraie 
«reo YOns non senlemeiit le deuil de robservatoixe de Königsboi^; mais 
encore celni d'one partie de mes plus legitimes esp^rances, danB lea 
ftibles Services que j'esp. re rendre a rastronomie. Mais il n'en sanrait 
etre ainai; que le fiitiir directeur de robaervatoire de Königsberg soit 
un plevo d'Encke ou de Beseel, Galle ou Busch. L'un et lautre 
comprendf Mit sans doute qu'ilf? nnt pf»nr premier devoir de completer 
Tceuvre du niaitre; et qu'en acceptaut la survivance do Bessel ils cun- 
traeteront enver« l'astronomie de nouvelles et immenses oblifjrations. 
Jai conüance daas lel^ye de Bessel. J'ai confiance ausäi dans Galle, 
le seiil aatronome que j'ai pa d^der, mtdifrS de M*t»«es nukmeea 
faUeß m plus <ftNi HeUf k chercber la plannte dana le deL 

moi, mon Slnatre comfrdre, si j'ai emprunt^ le aeeouia 
d'nne plnme ^traogb«. Ma Tue exige en oe moment oea m^nagementi. 
Je Tona ai toit en giande eoniiaaee qne Tona ne laiaeeriea paa paaaer 
eette lettre aoua lea yenz de oenz qu'elle ponnait contrarier, oe qne 
mon iguorance des Tuea penonnelles de Tos hommea öninenta anrait 
pn prodnire. Je Tona ai espoeä dea Tnea gdoiäralea nna auonne appli- 
cation personnelle. 

Veuilloz offrir mes compliments a M. Encke, h qui fecrirai sous 
peu do jonrs jiniir ?a question astronomi(|ue dont je hu ai parU*. 

Agreez, Monsieur et illustre confrer^ i'expression de mon profond 
et affoctueux respeot. 

b, me St Thomas d'Enfer. M. £. Lererrier. 
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Brief von Liomville an Jaeobi. 

Mitgeteilt von Herrn £. Jaunke in Berlin.') 

Pm, 1« jum 1846. 

Moniieiir e/t eher amL 

Nons Toid anivA B&uioe aolemnelle, le scratin est ouTeit^ 
et dte prtiMiit je snis certaui qne toiw tSiit» dfcre piroelaine anoci^ 
Oranger de notaw Acad^mie. Pmnetteasrmoi de me fiSliciter d'aToir pa 
oontribner poor m» fiaible pert cet henrenz räealtaiy 
de ]* ComiiuMioii qae FAead^mie «nü nomm^ pour properer vue 
liete de cendidAte. CTest per lea nome de Newton et de Leibnits qve 
■^oiiTVB notre liste d'associte; lee nome de C^avsa et de Jaeobi fignreront 
dignemant i» cdi6. Yona aenl powiez nons consoler de la parte ai 
grande qne noaa avona fidle per le d^s de M. Bessel. 

Jouissez, mon eher ami, jonisspz longtemps de votre gloire. ot 
conservez avec sein cette bonne saute que vous avez PTifrn retrouvee. 
Adieti, je vous ecris a ia häte; le Secretaire vmis proviend'n offiricno- 
ment de votro nomination, niais j'ai voulu vous rannoncer <lt Ku tr 
Si V0U8 avez la bonte de m'ecrire quelques mots d'ici ä quatxe mois, 
adressez-moi votre lettre & Toul (cu L<nraiiie) oü je vais aller passer 
quelque temps pres de mon pere. Je serai lä voisin de M. Her mite 
qoi habite ordinairement Nancy; nona relirona voa onvrages, et pent- 
dtare j paiaopoiia-iioaa bientöt quelque oeca8i<ni sdeatifiqne de Toua 
eerire. — Pelonre ae rappeUe k votre aouTenir. — Hille amitift k notre 
ezoellttit Diricblet et 4 MM. Steiner et Grelle. 

Votre d^TOQ^ confir^re 

J. Liouville. 

P.S. On yieai de d^poniller le acmtin; il y avait 47 Totanta; Tone 
avea obtena 46 roiz; ä me voix pr^, Tiuiamiiiite. 



1) i%eT die Herkunfl des Briefes Torgleiclie die Amnerkiiag S) anf 8. S68 
de» viertem Bandes diems Archi?s. 
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42 Uaku R. ti. Opit»: 

Über die Auflösung der transcendenten Gleicliimg 

je ax ^ + 4 

Von Hans R. G. Opitz in Berlin. 

Za denjenigen analytischen Funktionen, welche wegen ihrer viel- 
seitigen piaktischoi Verwendung dem Mathematiker geradezu nneiilr 
behrUch geworden sind, gehören bekMmtlich die Transcendenten 



y^c"*" dx nnd J*e~^ dXf 



deren Bedeutung nicht überschätzt erscheint, wenn Hr. J.W. L. Glaifiher 
dieselben ihrer Wichtigkeit nach gleich hinter den Lügaj-ithmeü und 
den trigonometrischen Funktionen rangiert.') Man hatte deshalb auch 
echcm frllliniit% die genttinten und in enger Beddumg ni ümen 
stehenden Funktionen in Taleln gebracht, um ilnre Werte f&r die durch 
die Anwendimgeii gegebmen Argumente stets bereit m halten.^ 

1) Pbilosopbiciil Mapaziuo 42. 291 n 421. London, July — DecPmt".r it*?!: 
On a Clasü of Detinite luk'grals. — Ea fehlt zur Zeit noch immer Howohl au einer 
einheitlichen Beaeichnang als auch an einem allgemein angenommenen Namen 
ftr diese Foiiktienen. Die von Glaisher TOfgeschlagenen Namen Erm4imotion 
imd Ecror*ftinekioii-eomplement oad die Beaeichnrngen 



OB T 



0 

haben wenig Yerbrcitxutg in Deutschland gefunden. Bei Abfaasnnf; der Schrift 
„IMe Kramp -Laplaoescbe TVaascendente und ihre Umkehmng" (Berlin, Oater^ 
Programm 1900 des EOnigstftdt. Realgymn.) ist mir weder der Name noch die 
Bezeichnang bekannt pewpson Ich habe d<>-t 7i ichen *{x) bfnntzt, nm Hio 
Funktion, welche irauli mit 0 (x) bezeichnet hatte, einzuftlhren; dasselbe schien 
in der neueren deutschen Litteratur allgemein angenommen worden zu sein. Ich 
■ehe aber, defl dmge Antoren wieder an dem Gavfitschen Zetehen mrfickkehren. 
Vgl. z. n. E. Czuber: Theorie der Beobachtungsfehler, Leipdg 1891, wo auch 
Erf <;r**braTicht wird, nnd H Weber: Die pnrti.'Uan Differentialgleichungen der 
mathematischen Physik. Braonscbweig 1900,1901. 

S) Über die Tafeln Tgl. Glaisher ». a. 0. — Jos. Burgess: On the deflnite 

Integral 1 t^^dt^ with eztended tables of Talves. Tnuisaotioiis of fbe Bojal 

0 

Society of Edinburgh, Vol. 3y, 1900, issued separately 26th March 1898. — Ency- 
klopftdie der mathem. Wissensch., Leipzig 1901, Bd. I. 6 pag. 757 u. 775. 



üiyiiizeü by GoOgle 



über die Auf lOBUug der itaauoeadeoteii Gleichung etc. 43 
WenA ftb«r G. F. Gau 6, um toh dem Gange der Fimkfeion 

(1) Hx)^-^Je-'^dx 

djM Vontellaog zu geben das Täfelcheu 

0,600 0000 - ^(0,476 9303) 
0,6000000-0(0,5961161) 
0,700 0000 - 9 (0,732 8691) 
0,800 0000 » 0 (0,906 1939) 
0,842 7008-0(1) 
0,900 0000 - 0(1,163 0872) 
0,990 OOOi) - Ö(1,H21 3sr>4) 
0,999 0000 ^ f) (2,327 ti7ö4) 
0,999 yOÜÜ - 0(2,751 0654) 
1 »0(oo) 

konstruier^ so liat er damit sugleioh das Problem dctr TJmlcelirung der 
genaimteii Fimktion gestellt; demi bedi«it man sieh des Fonktions- 
seiehens so wflrde das 'Rlfelehen besser 

a (0,5) = 0,476 9363 

U. 8. W. 

geschrieben werden. 

Trotzdem man auf dieses Umkehruugsproblem vielfach gestoßen 
war, hatte man dennodi eine direkte Lösung desselben nicht imter- 
nommen. Th. y. Oppolser behauptete sogar'), dafi die Gleidinng 



(2) 



„nur durch Vei-öuche gi'h'ist wenlon kann, otwa in tlor Woisf*, dab man 
sich eine Intc^nltaffl für das vorliegende Intpf^ral mit dem Argument 
'obere Grenze' entwirft uml jenen Wert des Arguments durch Inter- 
polation zu linden suclit, der der Helatioa (2j genügt". 



1) Bestiittmang der Oenanlgkeit der Beobachtungen. Zeitichnft f. Astron. 
n. f«iw. WtSB., hiqgb. B. y. Lindenav u. i. 0. F. Bohneiiberger, 1, 186« 1816 
= a«8. Werke 4, 110. 

T> Lehrbuch der Bahnbertiiiiniuag der Kinaeton und PlaneiODf Leipsig 1680, 

2, tm. 
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Auf einen anderen „Versuch", die Gleichung (2) zu lösen, wird 
man durch die Entwickelung der Tnuwoendaate in eine Fotenaeihe 
liiiigewiewii: 



(Ji+l) 

Das bereits bei A. Meyer*) und G. Hagen*) angedeutete indirekte 

Verfalueu iler successiren Annahonmg des Wertes dieser Reihe an die 
gegebene (iröBe ist vor kurzem in nnsi^ebigster Weise von Hrn. Jos. 
Bürge SS benutzt worden, um dcu Wert « — ^, welcher der Gleichung 

genügt; auf 24 DezimalsteUen zu bert^clinen^l, während Th; t. Oppolser 

einen 10 stellij;en Wert ijejjeben liatte'). der — wie er sasrt — ..nur 
um wenige Einheiten der zehnten Dezimale nnriihÜL»' i^eiu kann". 
Hr. Barges» hat übri^ns aus der von ihm m-u berechneteu Tafel 
fÖr das Integral (V\ durch einfache Interpolation auch das (üauüische 
Täfelchen noch auf die Wert« 0.1 bis 0,4 des Arguuients erweitert 
Eine direkte Methude zur Auflösung der Gleichung 

X 

(4) 2 fe-*äx~yi'a, 

0 

wo (i eine gegebene zwischen 0 imd 1 liegende Große bezeichnet, läßt 
sich aus der gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung und 
sweitcm Qmdee 

(5) (1— 

herleitoi^), indem man SQTdiderii die Funktion 

(6) ' 6= Wir) 

1) Yori. Aber WalunielieiiiltelikeitaMeliirang, deatseh bearb. t. E. Ciaberf 
Leipng 1879, pag. 251. 

2) Oruii(l7.üge der WabrscheinlichkeitarcchDililg, IIL Aufl. Berlin 1882, 8.78. 
8) a. a. 0. S. 277, vgl. oben Fußnote 2. 

4) a. a. 0. 8. 895, vgl. oben Fußnote i. Tb. v. Oppolser hat tttt seine 

— 

5) Man TgL II. Teil de« Oaterprogr. 1900 des Königstädt Bealgymn. xu 

Min. 
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unter der näheren Bestimmung 

(6a) V-W-O, 9^0) l 

aa&tellt. Setet mau dann 

(7) ^^_VS.a(.), 

80 ist jr«a(a) eine LQning der vorgelegtea traoaeendenieai Glei« 
ehung (4). Die Funktion ttßt stell in Form einer Potenareihe 



1—1 

darstelleo, deren Koefißxienten der Eekondonsformel 



X— 1 



/ö\ V 2i(2i — 1) 



2«1 



genügen; dabei ist =* 0, = — zu setzen. 
Hiernach läßt sich die Eeihe 

leicht bilden. Will man in den Soelfiiieiiten die Lrationalitttai ab- 
sondfim, so erhSlt man 

(10) a:-Ä(T)^^a,,,_,T"-S 
wobei 



(10a) V^» • » 2 



die GrOfien o»s2_t bestimmt Die GrOSen C^if deren Znsammenhang 
mit den Koeffizienten «^^ dnreh die Relation 

(10b) (2«)i«,.-c,..(|/|y'' 
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g^hm wird, hftben die ganzuhligeii Werte 



0," 1 

c^- 1 

0,- 7 

0, - 127 

C,o- 4 361) 

Cj, - 243 649 

20 036 983 

C„ - 2 280 366 863 

C;, - 843 141 433 761 

C»- 65 967 241 200 001 

C^^ 15 773 461 423 793 767 

- 4 591 227 123 280 945 407 



» 1 598 351 733 247 609 852 849 

- . . . 655 782 249 799 531 714 375 489 
313 160 393 864 973 852 338 669 783 

U. B. W. 

Die Awtwertiuig der Fnnktioii SI{t) z. K nach der Formel (9) 
ist nieht mehr besdiweilichf sobald man einmal die Koclfisienten der 
betreflTenden Reibe beiedhnet bat Üm den Wert ^ Sl{\) auf 
10 Deaimalen genau au bestimmen, sind 16 Glieds der Reibe za be- 
rdeksiehtigen, wibrend bekamriüeb die Berechnung der Basis e der 
natürlichen Logarithmen mit demselben Grad der Genanigkeit nur 
zwei Glieder weniger erfordert. Die Rechnung mit solchen Potena- 
reiben bietet ab«r ganz besonders den Vorteil, daß man die Fehler- 
grenzen genau anzugeben im stände ist. Der Wert x ^ q, welcher der 
Gleiehujig (2) genügt, iHJstiuimt sieb auf diese Weise zu 0,470 9362 762, 
i''<<),r>. lO"'". Th. V. Ojjpolztr hftt — wie oben erwähnt — mit 
Hilfe seiner Tafel die '/eliiite Stelle nicht genau angeben können; da- 
gegen .stimmt der nach unserer Methode gefundene Wert mit demjenigen 
ül>ereiu, welcken lir. Burgess berechnet hat: 

Q = 0,476 936 276 204 4ÜÜ 873 383 506; 

jedoch fehlt auch hier die genaue Abschätzung des Fehlers. 

Endlieh bh-ibt noch zu erwähnen, daß bei der Berechnung einer 
Tufel für die Fimktitiu SI(t) alle Bequemlichkeiten, welche eine ein- 
fiiche Vot^uzroihe dem Kechner darbietet^ von nicht zu unterschätzendem 

Vorteil sind. 

i^erÜn, im August 1901. 
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Von der PariodMat der KetteEbrflehef in welche sich 

Irrationale zweiten Grades entwickeln lassen. 

Von L. UATTHiBsasif in Bostoek. 

Über die Verwandlung der irrationalen M iizeln quadratischer 
GleicVmngen mit rationalen Koeftizienten iji j ♦ nodische Kettenbrücke 
sind bereits früher von Serret') mehrere wichtige Theoreme auf- 
gefunden, zu denen im folgenden einige neue Sätze hinzugefügt und 
bewiesen werden sollen. 

£i]ie rationale Größe, welche die Form 

a 

lut, und in welcho' — potitiTi jedoch nicht eine Qnadratzahl iat, 
heiet eine Irrationale zweiten Ondes. Sie kenn ab die Wnrsel der 
quadratncihen Gleiofanng 

a«* + 26a? + <J - (a, h, c){x, 1)« - 0 

angesehen werden, deren Koeffizienten a, h, c ganze positive oder 
negative Zahlen sind Ton der Beschaffenheit, daü die Diskriminaute 

negativ, also die als positiv vorausgesetzte üroiSe 

- 5, - 5* - — a 

kein ToUständigee Quadrat iet Da ee ao« nur danmf ankommt, die 
absoluten Werte der Wunseln in einen Kettenbmch an Terwandeln, ao 
gehen m ans TOn der aUgemeinen Foim 

(1) ul-JB» + DJD.t, 

(2) Dx' - 2Ex - - ü, 



1) A. Serxet: Sur le däveloppement en fractioo coaÜnue de la raciue quarrte 
dNm nombre entier. Lioaville, Jotm. Math. 12« 1M7. 

— Cours d'alg^bre sup^rieure. Sect I. Chap. II. Edit. II, Paria 1864. 
Roitok: Von deu Xettenbrüchen und ihrer Anweadong auf die AuBSmag 
der Uleichuugen zweiten Grades. § 19. Rendsburg 1860. 

Man veigL aach Legendre: Essai sur la th^rie des nombres. 
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WO A, E, D und ganze Zahlen, E, D und D_i positiye oder 
negative Zahlen und. Da miin durch Tatonnement im stände eeia wird, 
den grOfitesi gn»» Wert Ton VI anzugeben, eo erhSlt man nnmittel- 

bar mittele Difinon des Dividenden E -vY^^ durch D die grSftte ganze 
in X enthaltene TM. o^, ao daS man hat in fortaehreitender Entwicklung 

% 

Dabei nennt man die ganzzahligen Partialneoner • • <1« 

vollstättdu/en und die irrationalen Partialnenuer x,, o*,, ..^ ar^ die «ofl- 
«töiMfiiijWi» QuotientttL Aus den Kettenbräc^Mi folgt 

pi iD ,a^-E,)-{-y Ä E,+yÄ 



^n-i _ (i>.-to,_i-^,._ 0-i-v^i _ ^y-^yi 

In diesen Quotienten sind E„ und immer ganze Zahlen, wie 
sich leicht erweisen ISSL Man braucht nur va aeigen, daß aUgemein 
Dn-i ein Faktor tob dem Ausdrucke 

ist. £s war vorausgesetzt 

(3) £« + J)J)_^ - A. 

Daraus folgt 

Ä-{E- Da,y _ - Dfll + - J)^. 

Es ist nun weiter 

- D'aS - 2D£oo + - - D(2i;o5 I)al + D._,) + ^, 

also 

El + D^D-^A. 
Durch Fortsetzung dieser Ableitungen findet man aUgemein 

1 

(5) £5 + 2),Z)„_,-A 
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Aus (4) und (5) ergibt nch 

und weiter die Gleicliiuigeii der uuvoUBtandigea Quotienten 

(7) i>,.ia«>.,-2£,_,a,_i-2),.,--i),, 

(8) {E,-x - + - J>n^ 
nnd die Qkiclmi^ d«r Tolbllndigen Quotienten 

(9) - 2£,a;. - i>,_i - 0. 

Serret macht nun die Bemerkung, daß die drei ganzen Zahlen 
2>,_„ E^f Iceineii Ton dw Einheit Tersehiedenen gemdnaehafQiehen 

DtTisor ö enthalten könnten, weil er sonst anf Grund der Gleichungen 
(6) und (8) in rekurrierender Bethenfolge auch ein Divi.sor der Größen 
J>_i, E, D sein, und A den quadratiachen Faktor 8- haben mfißte. 
Uaa kSnne also toh Tom heran in dem Torgelegten Anadrucke 




diesen Faktor eliminieren. 

Dagegen rauß bemerkt werden, daß Fälle Torkommen, in denen 
£? und A den gemeinschaftlichen und quadratischen Divisor D haben, 

welrhpr in dem erstcTi Quotienten r nicht durch Verkleinemnp gehoben 
werden darf, wenn lir obigen Sätae Geltung behalten sollen. Denn 
sei i> — und allgemem 

^•af* — { — 0, 

abo 

80 mflfite in dieser abgekünten Form der Quotimt 

— 

eine Uanze sein, was durchaus nicht der Fall ist Daun sei z. B. 

IMean' Quotient genügt nioM den angegebenen Bedii^ngen. Be ist 
aber x eine Wurzel der Gleidiung 

49a:* - ötia; - ai =- 0, 
AnMf 4ot ItoftaMUk «na nvtA. ÜLBalbt. T. 4 
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und wenn bei der KeiteBbrndientwiokbuig und immer ganie 
ZahlMi bleiben seUen, bo mnB man ausgehen tob der Form 

* ^ — ' 

aleo der qvadratiBelie Faktor d* muß in A bleiboL 

Beaeidmen wir die NSharnngswerte des EettenbracbeB mit 

Po Pl Pt . . . ^ 

ao ist bekanntticb 

Pn^n-^l+Pn-l 

X ! 

Die Theoreme, die Serrei aufführt, sind die folgenden: 

I. Entwickelt man eine Irrationale zweiten Grades in einen Ketten- 
bmch, 80 wird Ton einer bestimmten Stelle an die Reihe der Toll- 
attndigen und der unvoUsündigen Quotienten periodiscli. (Lagrange.) 

II. Der Wert eines periodischen Kettenbruches läßt sich durch 
eine Irrationale zweiten Grades ausdrücken, d. h. er ist die Wurzel 
einer bestimmten quadratischen Gleichung. 

m. Die beiden Wuraeln einer Gleichung zweiten Grades mit 
rationalen Koeffizienten, welcher ein gegebener periodischer Kettenbruch 

genü^, Laben entgegengesetzte Vor/.eichen, wenn der Kettenbnich rtnn 
periof/isrh int ; sin haben gleiche Vorzeichen, wenn mehrere Glieder der 
Periode vorangehen. 

IV. Entwickelt man die irrationalen Wurzeln einer (ileichung 
zweiten Grades mit <;an/,eii Koeffizienten in Kettenbrüche, so ist die 
Periode der luivolUtändigen Quotienten des einen die Umkehrung der 
Periode des anderen, 

V. Bildet mau für jede der inatiuualen Wurzeln einer quadratischen 
Gleichung mit ganzen Koeffizienten die Gleichungen tler ruilständigeu 
Quotienten, so ist die Periode derselben bei beiden die unigekehrte. 

Wir wollen zu diesen Theoremen zwei neue hinzuftigen: 

VI. Wenn innerltaib der Periode eines Ketlenbrwfies, u deher durch 
die Enlwiddunf) einer Irrnfionoden siceitm Grades entsteht, in der 
(iliichuim der volh>tatulif/e)i (^hioitnitef^ (!>) 2E^^ durdi teilbar icird. 
so Ist der QmUefit fjleieh dnu unvolitiunidigen Qmtimten a^ die Periode 
symmetrisch und der Anjany oder die Mitte derselben. 
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Zum BewdM betnchien wir mir den FaD, wo die Perlode gleich 
im Anfkng begimii Ist die AnnU der Terme » + 1, lo iefc x^^^ — » 
und wegen der Relation 

Für den letzten voUatändigen Paitialnenner oder Quotienten ist dann 

wie in (i)) 

Da wir immer x als positiv und größer aU 1 ToraneeetMii komun, 
80 ist für den Fall < £^ auch 

ür den Fall > £^ hat man die Ungleichung der positiven Gröikn 

oder quadriert 

also ebenialle 
Da aber sogkich 

ist, weil nach dem V. Theorem ui der iintwickiuug der beiden Wurzeln 
immer gwei Gleichungen 

zusammen bestehen, so ist 
Da nun 

4» 
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ist, Bo wird für den Fall, daß 2E^ ein guuEes Vi«l£MlieB ▼<m ist, 

Wir aubatitiuereii diesoi Wext in die Gleiehong 

und die Uleichuug kehrt ^^ich um ui 
Es wild demnach 

K<i lilbt sinh aber \p\chi erweisen und folgt auch aus dem V. Theoreme 
daß^ wenn die äubstitution 

die obige (ileichung in ergibt, aach die Substitution 
die Gleichung 

8OT Folge hat Bs ist denmaeb 

imd die ftnfeinander folgendw Partialneiuier (wiTollsäuidige Qnotienien) 
bilden die aymmetriaehe Periode 

d. h. die Tfriodc liat mi mittleres (ilied. 

Da nnn iiinerlialb einer ganzen Periode zwei Mittelpunkte der 
Symiuetrie vorliandeu sein müssen und für den zweiten dieselben oder 
ahnliche Bedingungen bestehen, wie für den ersten, so giiit es in jeder 
Periode entweder noch eine «weite Gleichimg 

för welche 

*-^m 1 1 
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den An&ng oder du Ende denelben bezeichnet, oder eine CUeiehang, 
welehe ziwei mitUere Glieder liefert (vetgL das YQ. Theorem). - 
W«in demneelL eine qnadntisehe Olddinng von der Form 

as^ — amx + c = 0 
mit inrationalen Wnndn in einen Eettmhruch Terwandelt wird nnd dabei 

am < yd'm' — 4ac < am -f 2a 

ist) so wird die Periode symmetrisch nnd beginnt mit dem ersten 
Fartialnenner, £üls die Wmvel x > 1 ist. 

Ist speadell a * 1, m gerade und g^idi 2», also 

^ — 2ux + 0 «- 0 

uud zugleich 

u<yu^ - v<u+ l, 

also e negatiT, so ist 

irrational und der erste Partialnenner -= 2t<, die Periode 

2u, a^, Oft . . ^ Off Ol, Ot, 

Substituiert man op — « y, so wird 

und wtaan man die Wnrsel = Yä in einen Kettenbmeh Twwandelty 
die symmetrische Periode d«r nnyollsiSndigra Quotienten: 

VIL Warn nmerkalb der Fenode smes JEcMenftnidkeB; weldier dunh 
die EnHtfidduiig der irrathnalen Wured tmer guadnUiscsAen CHetduung 
entsiddf glekh D^_i wird, eo ist die Periode stfnmeiritdi umd ItesUet 
Mwei ^adie nUtßere Oheihr und urngduhrt, 

üm dies an beweisen, betrachten wir der Einfachheit wegen nnr 
den Fall, wo die Periode gleich yom An&ng beginnt. Dies ist nach 
d«n VL Theorem immer der Fall, wenn in der Torgelegten Gleicliung 

2E ein ganxes VielfiMihes Ton D ist nnd 
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Es seieu uuu drei aufeiiumUer folgende Gleicliimgeu der vollständigeu 
Quotienten 

D,.,4-i - 2^-i«..i - !>«-, - 0, 

Z), xl -2J5. X, -i>._i = 0, 

I>.+i4+i - - 2>. -0. 

Unter der Voraussetzung, daß T)^ = J^»-t i**» ^^i^'d sein 
L JD, 4-1 - 2il..,«._, ^ i>,., - 0, 

m. i>.+i«i+i ^ 2i).^»a;.^j - i), -0. 
Es IUI mek «rweiaen, daft 

Eb ist Bftnilieh 

^n-l ««-1 + » 

also aseh I. 

Durch Entwicklung und Ordnung nach {*otciizen von ergibt sicli 

und weU diese Gleichung identisch werden mufi mit 
so ist 

Man setw mm auch die Bolaüoii 

1 



in die Gleichung II. ein, so geht dieselbe unter Berücksichtigung der 
Relationen für und über in 
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Da diflM Gleichong eine positiTe Wnnel hat^ weil sie identiseh ist mit 

80 ist sie auch i<kntisch mit der Gleichung 

A+t^+t — — IV — 0, 

woraiis folgt 

Man kann nun weiter substituieren 

*.«-«^-.+^. 

und gelaugt in derselben Weise ^u den Belationeii 

Das symoittomh» Sjtrtem der Burtialgleichungen nebat den dannw 
hervofgeheaüdeii nnToIlBtindigen Quotienten ist demiiaeh: 











-0, 










-0, 










= 0, 










-0, 


u. s. f. 




u. s. f. 







Die symmetrische Periode hat zwei mittlere Glieder a„_i. 

ZaMenbeupid: bn? - Ibx - IB - 0. Periode: a.:3, 1, 2, 2, 1, 3 ... 
Damdbe paßt auch zum Theorem VI. 

Die symmetrischo Periode kann übrigens auch em oder awei End- 
glieder haben, z. B. bx^ — IIa: — 5 = 0. 

Die Periode ist: 2, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 2, 2, . . .. 

Wenn D = und 2£ ein ganzes Vielfaches von D ist, so sind 

alle unvollständigen Quotienten gleich 2 E : i>, weil die Periode ein 
mittleres uiul zugleich ztvei mittlere Glieder haben muß. 

Rostock, 30, Juli liM>l. 
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über ein in der Yektor^Analysis auftretendes System 

partieller Differentialgleicliiuigeii I. Ordnung. 

Von E. Nabtscb in Dreoden. 

Bekanntlich wird in versrhiedenon phvsikalisclien Theorien ge- 
legentlich von der Vorstellnnir 'tt'bnuich iromacht, diiB nach einem 
bestimmten Gesetze jedem Punkte des Raumes, oder doch wenigsieus 
jedem Punkte eines ^^ewissen begrenzten Raumgebietes, eine gerichtete 
GrötJe Voktorgrftße, oder kurzweg Vektor — zugeonhiet sei, welche 
sich iJsdaun durch eine von dem betreffenden Punkt ausgehende Strecke 
von beatumnter Richtmig und Länge vewnischaiilichwi laßt. Das Ge- 
Mtst dieser Zuovdnniig kann in baqnemer Weiae analytiadi fonnoliot 
werden, sobald man sich eines reditwinkligen Koordinatensystems be- 
dient und jeden Punkt dorch seine drei Koordinaten Xf y, t, die ihm 
zugeordnete Strecke aber durch ihre in die Bichtnngen der drei Koor^ 
dinatenachsen fallenden Komponenten X, Y, Z fixiert; denn müssen 
vermöge jenes Zuordn^mg8-Ge^f't7P<^ X, Y, Z Funktionen von x, y, 9 
sein. Durch Angabo dieser drei Fimktionen aber irt offenbar eine ana^ 
lytische Darstellung der betreffenden Vektoi^öße erreicht. — Andrer^ 
seits ist kkr, daß auch umgekehrt durch drei gegebene i^'unktionen 

XOr,jr,Ä), Z{x,y,g) 

der drei von einander unabhängigen Veränderlichen x, y, z, welche 
— wenigstens innerhalb eines gewissen Bereichs — fUr reelle Werte 
▼on »tVi ff ebenfalls reelle Werte besitsen, steta eine Tektorgröße he* 
stimmt ist; denn es kdnnen ja d?j s als Koordinaten eines yeiinder- 
lichen Raompnnktea, 2, Z als die entsprechenden Komponenten 
einer Ton ihm ausgehenden gerichteten Stre<^e angesehen werden. 

Diese beiden Prinzipien — die analytische Darstellung einer 
Vektorgröße durch ein System von drei Funktionen dreier Variablen, 
und die Veranschauiichuiig eines Systems von drei Funktionen dreier 
Variablen durch eine Vektoit^rölie bilden die ftmndlage der so- 
geuannten Vektor -AnalysiA'), weiche, obschou sich ihre Entstehung 

1) Man vergleiehe Riemann-Weber: lUe purtieUen Differnttialgleiehiugen 
der mattieiiiatischen Physik, I. Band. — Die hier in Frage kommende Theorie 
wird im 10 Alisrlnntt (Hi(>he insbeeondeio «Ho g§ 86, 87 und 94) auoeinander- 
geudtzt, durch degeen LektOre der Verfasser die Anregung zu den nachstehenden 
Betrachtiuigeu erhielt. 
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und Entwickelnng durehaiu unter dem Einfluß pbysikaliBcher Theorien 
vollsogen hsfc, dodi edur woU einer rein mathemalieehen Behandlung 
sogSnglich iet nnd auf manchee niaiheniatiedi inieresaante Problem 
fohlt Binem «olehen Problem «ollen die folgenden Zeilen gewidmet sein. 

Daaielbe bietet rieh dar, wenn der fllr die Anwendung^ der 
Vektor^Analjsis wichtige Begriff dea CumU eingeftthrt wud. ITuter dem 
Carl einee g^benen Yddiora yenteht man einen aweitui Vektor, 
desecm Komponenten 

QiaifßfB), B(x,y,g) 

, mit den Komponenten 

X{x,y,g), Z{x,y,t) 
dea erateren VdcAoTS durch die Relationen 

p ar ^ dx zz „ ar ax 

•^"■Jy""^*' ^""di^Jx* ^^Jx'^dy 

zuHAtumenhängeu. Nun ist uunüttelbar ersichtlicli, wie man, sobald 
irgend ein Vektor vorgelegt ist, dessen Carl finden kann; denn die 
FonktioneB F, Q, B werden Turmoge der obigen Belationen mittda 
bloßer Differentiationeii erhalten, sobald die Funktionen X, Y, Z ge- 
geben sind. Dagegen ist keineswegs ohne weiteres Uar, wie man, 
sobald etwa der Curl eines nnbekannten Vektors gegeben ist, diesen 
Vektor selbst ermitteln kann; denn die genannten Bdationen bilden, 
wenn die Funktionen P, Q, R getrelu n, die Funktionen X, Y, Z aber 
unbekannt sind, ein System parti^'llor Differentialgleichungen I. Ordnimg; 
und aus dem gleichen Gnmde läßt sieh auch nicht auf den ersten 
Blick flhcrsehen, unter welchen Bedingungen ein gegebener Vektor 
überhaupt der Cnrl eines andern Vektors sein kiiun. Sollen diese Hpul»'n 
Fragen beantwortet werden, so ist vielmehr das folgende Problem 
2U lösen: 

Vt" eiche zugleich miiretidigcn und huirekhendm Bedingtmgen müssm 
die drei gegehetmi Fmiktionni P ( r. y, z), Q (x, y, z), R (x, y, z) erfüllen, 
tcenn sich aus den drei iMrtieMen Differentialglciclmngai I. Ordnung 

~dy dg " ^* d» dx ~ V' dx 'dy ^ 

(He drei nnhehnintni Funktimien X(^t, i/.s). Y(r,y,z), Z (x, y, z) be- 
stimmen Idssm sollen? Und wie kmnen, icetni dl'' frafßicJmi Be- 
dingungen erfüllt sind, die letzteren drei Funktionen f/efunden uerden? 

Im folgenden soll einp Lnsnn*; dieses I*ro})l(>nis entwickelt werden, 
welche einerseits die Lehre ?om Jaco bischen Multiplikator, und andrer- 
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seits dio Tlieorio des Pfaffschen Problems in drei Veränderlich«! be- 
nutzt.') Die diesen beiden Qebieten entnommenen Hilfsbetrachtongen 
sind in Nr. 1 und Nr. 2 enthaLten, die eigeaÜiche Lösung des Problemi 
wird in Nr. 3 gegeben. 

1. Hiffshetrachtungm atis der Hieorie des Jacobischen Mtdt^i- 
hit(frs. — Wenn P(:r,if,z), Q(2r,y,z) und (.r, t/, r') drei geß:ebene 
Funktionen der drei vfni einander una})hüngigeri Veränderlichen x, f/, g 
sind, nnd unter / eme anbekannte Funktion d^elben Veränderlichen 
verstanden wird, so ist die iielation 

(1) ,.|i + «.|£ + j,.|f_o 

räie lineare partielle Differentialgleichung I. Ordnung. Dieselbe hat 

bekanntlich die Eigenschaft, daß stets zwei von einander unabhäogige 
Lösungen vorhanden sind, und daß, wenn die beiden Funktionen 

zwei derartige Lösungen sind, jede weitere Löflang sieb als Uofle 
Funktion von ^ und i^ dunaiellen huaea. mnß. Ferner muß aladuuiy 
wie aas dem Bestehen der beiden identiechen Gleichungen 

sofort folgt^ ein — im aUgemeinoi von ß abhängiger — Faktor X 
exiatiereiiy welcher so beediaffen iai^ daß 



(8) 



'?qp ? I/' dtp ^ Q 



und ini'olgedessen der Ausdruck 

1) In dem vorhin citiortoii Werke (siehe daaelhHt ? !>4 wird das Problem 
zurückgeführt auf die Int«grati(Jii mehrerer partieller Ditfen-ntialgleiohtuigeD 
IL Ordnung mit je einer unbekannten Punktion. — Übrig«» bedingt die daselbst 
angewandte Methode, daB die diei Fonkkiciien X, 7, Z aodi efaiec fiertea 

Differentialgleichung I. Ordnung, idhnlidi der Bela t ioB + ^ + 
Genüge zu leisteD haben. 
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gleich der Fnnktioiial-Determiiiaiite der drei Funktionen ^, ^ wird; 
diesen Faktor k nennt mm b«keii&ilidi einen JecobisdiMi Hnlti- 
pliknior dwDifforentialgleicliung(l). Zu zwei von einander nnabliSngigen 

Losungen einer partiellen Differentialgleichung von der Form (1) ge- 
hört also stets ein bestimmter Jacob i scher Multiplikator dieser Glei- 
obnng. Ans den drei Gleichnngen (2) foJgt die Eelation 

wfllche offenbar mach 

geschrieben und mithin als eine lineare partielle Differentialgleichung 

I. Ordnung aiigp^seVion werden kann, in welcher A die unbekannte 
Funktion ist. Jeder Jacobische Multiplikator der partiellen Differential- 
gleichung (1) muß demnach eine Lösung der partiellen Differential- 
gleichung (3) sein. 

Wir sifiJIm um jetzt dif Anfaabe zu erniiftdn, ob, resp. unter 
wekhen Bedinffun^m dw pdHteUe Uiffer&ttialgleichung (i) gteei von em- 
ander unabhängige Lömttgen 

0{x,ff,0) und V{Xtff,§) 

besitjseti kann, udche so heschaff'm sind, daß drr ihnen entsprechende 
Jacohische Mtdtiplikator von (1) deti Wert 1 hesiUt, daß (Uso 



(*) 



dy 'dz dB ' dy ' 



a* dv dw 

mrd. 

In diesem Fall muß der Gleichung (3) durch A = l Genüge ge- 
leistet werden, und es mflssen infolgedessen die Koeffizienten P, Qf M 
unserer Differentialgleichang (1) so beschaffen sein, daß 

ap a() aj?. . 

wird. 

Es läßt sich aber zeigen, daß diese nniiccndi;i< Bedingung auch 
hinreirhetid ist, um die Existenz zweier Lösungen von der verlangten 
Beschaffenheit zu ermöglichen. 
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£. Nactuch: 



W«nii namlidli die Bedingung (5) erfUlt ist, so redwiert eich die 
Rektion (3) auf die einfBchere Okiehnng 

(1. b. es wird X eine LöBtrng der partiellen Differentialgleichnj^ (1). 

8ind also (p und tj/ irgend zwei Ton einander unabhängige Losungen 
der DiflFerentialglfir'hnnjx f 1\ und ist A der ihnen pntsprorhnndp Jaeobi- 
Bche Multiplikator der let/tcren, so ma£ sich X als eine bloße Funktion 
von g> und tl' darstellen lassen. 

Wir sehen denin;> !i. diS, wenn die Bedingimg (5) erttSUt ist, die 
Gleichungen (2) die l'urm 



(6) 



di ' dx 



dtp 

di ' dy 

d9 d^ 

rx 



^cx dy dy dx 
erhalten können. 

Um feetKUStellcn , oh nn<;ere Differentialgleichung (1) nunmehr 
zwei Lösungen <P und W haben kann, welche den Gleichungen (4) Ge- 
nüge leisten, bedenken wir zunächst, daß sich <P und 9*" jedenfalls als 
bloBe Funktionen von tp nnd rl^ darstellen lassen müssen, daß also 
notwendig Beziehungen von der Form 



(7) 



stattfinden* Aas diesen aber folgen die drei Belationffii 



dy dt 


d^dv^ 

dg dy ^ 


^• 


\JyTg 


didvi 


difdv 
dg dx 


dxJg^ 


J- 


\dMdx 


dx dgj 


^dx dy 


dy dx ~ 




\dx dy 


dy dxj 



in denen ^ zur Abkürzimg steht für die Funktional-Deieriuinaute 

cUcV _ arrF 

Cqt CHf dv 



Vermöge dieser drei Relational Terfrandeln neh nun die den beiden 
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Funktion«! 4> und W TOTgesdiiiebenflii Gleichungen (4) in die 
folgenden: 

^ /d<pd^ _d<pdip\ 
^ ' \dz dx 8x de) ~ 

\oxdy cyoxj ' 

und diesen wiid wegen der Belstionen (6) dum und nur dum Genfige 
geLeiflte^ wenn ^ • A «• 1, wenn also 

ist 

Hierane aber folgt sofort, daß die oben aa^estellie Bedingung 
— das Bestehen d«: Relation (5) — nicht blo6 notwendig, sondern 
smcb hinreichend ist. 

In der Tat, sobald die genannte Bedingung erfüllt ist, und zu- 
nächst irgend zwei von einander iinaljliuujj;i^e Lösungen (p und ^ der 
Ditterentiaigleichung (1) gefunden siti l. wr-rden jedenfalls drei Rela- 
tionen von der Form (0) bestellen. ßereclmet man uns diesen -he 
Funktion ß (qp, if'\ so hat man iiocli /.wt-i weittn«* 1' uuktiünen J' y<p, w) 
und F( <jfi, \ Ut-iart 7A1 bestimmen, dab sie der Betlingun^sgleichung 
Genüge leisten'^; dicae i uukLiouen gehen — durch x, yjZ ausgedrückt — 
in Ewei Lösungen <D {x, y, z) und 'i^ y, z) der Differentialgleichung (1) 
fiber, welche die vorgeschriebenen Gleichuigai (4) befiriedigen. 

Es gilt hiemaeh der folgende 

Lehrsatz, jßkumi riek mm» FiMSmim 9 (x, y, e) und W (x, y, g) 
hesUmmm lassen^ wMe dm drei OieMmngen 



i) Zwei derartige Funktioneo kann man auf unendlich viele Arten ermitteln; 
man biaudit nur die eine Funktion — etwa V (7, ip) — willkürlich anzunehmen, 
d»iui enelMilBt miin Bedingnngagltfehung (8) ab eine lineare parttelle DiffiBimitial- 
^eiiduing I. Orilnun^ ii>it der nnbekannten Funktion U {ip, V), m&n hat mit- 
hin als zweite Funktion irgend eine LOeong dieser IHfferentialgleichang cu 
nehmen. 



62 Naktioh: 

CtenSge leisten, in denen P, Q und B g^ebene FunhHanen wm x^y^e 
emd, tri nokeendig, ober auA kinmdiend, daß 

wird. — Die Futiktionen d» uiui W können, sobald diese Bedingung er- 
füUt ist, gefunden werden als tir«t Läsitngen der partiellen DifferentieH- 
^ei^mi0 

meiere wn anander unabhängig und Uberdit» so hest^u^en sind, de^ 
der ent^reckende Jaeobisdie MuU^pUkator dieser Differentiatgteidnu^ 
den Wert 1 hesUst** 

Jjmerhtng. Wenn mui EonSchit iiyend mei dim GleichimgeiL (4) 
Genflge leiifcende Funktionfla (x, y, 0) und !F, (x, ff, m) gefonden hat, 
BO kmnn man die allgemeinsten denitigw FonktioiMiL 9{siB,ff,M) tmd 
V(x,y,0) dadnreh erhalieiiy dafi man 

setzt iiiul hierbei die beiden Funktionen A und B in aligemeinster 
Weise derart wählt, daß 

dÄ dB dA cB ^ 



0 



wird. Um letzteres zu erreichen, kann man sich eines Ton Herrn GraT^') 
angegebenen Kunstgriffs bedienen, welcher es ermöglicht, die Funktionen 
A und B durch Bogenannte aosführbare Operationen^ d. h. ohne irgend 
welche Integration zu bilden. 

2. Hilfssätze am der Tlieorie des Pfaffschen Problems. — Wenn 
X {x, ff, ä), ¥ {x, y, s) und Z (x, y, s) drei gegebene Funktionen der drei 
von einander unabhängigen Yeranderlidien x,f,M waA, ao nennt man 
bekanntlich den Ausdruck 

(1) X{x,ff,e)-dx-\- Y(x,y,s)'dg-{' Z{x,ff,M)'dM 

einen PfaffscJien Differential-JMSdruck oder kurz einen Pfaffsdien 
Änsdrudt in den dnn Vexinderliclien x, 0, Fflr einen denurtignn Ans- 
druck aber gelten, wie in der Theorie des Pfaffschen Problems gezeigt 
wird^ die folgendan drei ^Uxe: 



1) Journal de MattlAoQatiqiiM pures et epf^qaiee, 1886. Vergleiche hienu 
aucli Scb(>ff(>r<;. Anwendung der Difierantisl- und Integnliedmniig aaf Geraietrie 
L 13aad, Seite 121 ff. 
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I. Wenn 

w ay""af— a« — a« ay— " 

iat^ so kaiiu der Pf äff sehe Ausdruck (1) stets auf die Form 

gebracht irarden, d. h. es l&ßt neh «ine Ftuiktion 9 T<m be- 
stinuneHy weloli« m> beaehiAiBn is^ daB 

(I) X'dx-^ Y'dy-^ Z dg ~dV, 

dftfi «^1"* 

wird. 

n. Wenn zwar nicht die Bedingnngen (2) erfttllt sind, aber doch 
die Relation 

besteht; bu kann der Pf affacbe Ausdruck ( 1 ) stets aui die i* urm 

gebtacht werden, d. h. ea laaaen aieh zwei Funktionen 9 nnd V von 
Xf^fg bestimmen, welche so beechaffen aind, daß 

(U) X'd»^ T'dy + Z-dg^0*dV, 

dafi also 

2£^*.|^, 

wird. 

in. Wenn weder die Bedingnngen (2) erftlUt sind, noch die Rela- 
tion (3) atattflndet, ao kann der Pfaffaohe Ausdnic^ (1) stets auf 
die Form 

gebracht werden, d h. ea laaaen sich drei Funktionen J^, 4^ and V von 
XfjffM bestimmen^ welche so beschaffen sind, daB 

(III) Xdx+ Yäy + Zäs~äF+ 

daß also 

^ - a« ^ * <»a; ' ' - ay ^ * <*y ' ^ " ds ^ ^ 
wird. 
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Nun übenielit man sofort, daß die unter I. und II. gegebenen 
Darstellungen onsres Pfaffsehea Aasdracks (1) als spezielle Fülle der 
anter III. gegebenen Darstellung aagesehen werden können. Infolge 
dieses Umstandes ergeben (Wp drei soeben augeführten Satze den 

Lehrsatz: „Sind X, 1', Z irgend drei Futikficnm von X, t, so 
existieren sMs drei iveüere Funktionen F, 0, W von Xf g, wddie 90 
hesdmffen sind, daß 

(ni) X'dx+ T*dy^Z'de = JF+0-dW, 

daß also 

wird,'* 

Anmerkung. Wenn die Funktionen A', Y, Z gegeben sind, können 
die FonktioiMn 1\ <P, durch Integration gewisser Diffi»«itialglei- 
chnngen ermittelt werdony sind abw keineswegs eindeutig bestimmt 
Wenn hingegen die Funktionen F^ % VF gegeben sind, so können, wie 
der Anblick der Gleichungen (III*) sofort lehrte die Funktional X^Y^Z 
mittels blofier Differentiation»! «rhaltoi werd«i und sind fiberdiet ein- 
deutig bestimmt. — Beim Pf äff sehen Problem liegt der erste FaU 
▼or, Ittr unsere Zwecke kommt allein der aweite FaU in Beixaeht 

3. Losving des gesteßten Probims. — Wir wenden uns nunmehr 
Bu der in der Einleitung gestellten Au%abe: Drei Funktionen X, Z 
der drei tou einander unabhiagigen Veifinderlichen «, 9^ « su ermitteln^ 
welche mit den drei g^ebenen Funktionen P, Q, R dieser drei Verinder« 
liehen durch die drei partiellen Difierentiaigieichungen L Ordnung 

nuammenh&ngen-, und tss^iauMm, unter welchen Bedingungen Funk- 
tionen der verlangten Art überhaupt ezistiereo können. 

Zur Erledigung dieser Aufgabe schlagen wir einen Umweg ein. 
Wir bedenken, dafi, wenn drei Funktionen X, T, Z^on der gcwQnschten 
Beschaffenheit Torhandan sind, aufolge der in Nr. S wiedeigegebenoi 
Theorie jedenfalls drei Funktionen F, 0, V existieren mfissen, welche 
mit jenen durch die Bdationen 

Yorbunden sind; und wir suchon nunmehr nicht direkt die Funktionen 
X, Y, Z, sondern vielmehr erat die Funktionen 0, W m ermitteln; 
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•HB den letcteren erlnlten wir dann die entemn TeniiSga der Belar 
tionen (3) eindeniig durch bloße Differentistionra. 

Nun fblgen «os dem BelaiioimL (2) sofort die weiteren Besidiimgen 



(3) 



dZ 










a^F 














dX 


cZ 






__a* 




dB 




a« 




a« ' 


a«' 


dY 


cX 






a« 




dx 


dj, = 











und diese seigen, daB die vorgelegten Diierantialgleiehmigeik (1) ersetzt 
wessen kSnneii dnrdi die drei Gkidumgen 

/££ ai'_a« av » 

W a« * a« ^ ' W" ^' 

a» ay__a* a?' „ 

St/Bm äho die Fmik^ionm X, Z dm DiffereHtialgkkkmgm (1) 
(hHiige leistenf so müssen durdi die FuMcnen F, 0, Wdie CReidmHffe» (4) 
befiriediffi werdeiL 

Dieses Ergebnis läßt sich aber nmkdiren: 

Sobald <Se Funküonen Ff^,W de» Gkiehm^en (4) Gfewt^ laäsnj 
so tmdm — w^^ der aus den Bektioiiui (2) folgend«! Be- 
liehungen (S) — dMb dk Fmiktionen X^Y^Zdk wrgdegtm Differm- 
Ued^tmtkmgen (1) hMmiA erfSm, 

IKe Qleicbiuigeii (4) sind hiernach den nrsprflnglicheiL Gleichungen (1) 
völlig äquivalent; es ist mithin das Problem, die Funktionen X^TyZ 

aus den Differentialgleichungen {V\ zu bestimmen^ zurttckgef&hrt auf 
das Problem, die Fonktionen Fj 4^, W ans den GLeichnngen (4) an be- 
stimmen. 

Nun fjillt sofort ins Auge, daß die Gleichungen (4) nur die beiden 
Funktionen (X> und '1^, nicht aber auch die Funktion F enthalten. Hieraus 
folgt (lif Tienierkung: 

Hnt man die hmlni Fniikfidmn 0 nmi W so bestimmt, daß dtm 
Gkidninffen (4) (rDiilye yesthidil, knim die Funktion F (janz ti ill- 
kürlidi aN{fcnum>H€u werden', die Fi/tmdn (2) liefern alsdann sids tlrei 
den Differentiidgleidmngen (1) Geniige leistende Funktionen X, Y, Z, 

Demnach ist das i'roblem, die Funktionen X Y, Z zu finden, 
TÖllig zurückgeführt auf die Aufgabe, zwei Funktionen 0 und ^ der 

A««btv An MnUieiutlk »yiik. XU. BaUMu V. 6 
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drei Yeränderlidieii Xff,Mza emiiliteLB^ weiche den drei Gleichungen (4) 
Genfiga leisten. 

Diese Aufgabe aber haben wir in Nr. 1 eingebend behandelt. 
DHmit sie lösbar sei, ist notwendig and hinreichend, daß 

wird; ond wenn diese Bedingung erftllt ist, so können 9 und V ge- 
funden werden als zwei Losungen der partiellen DilfermtialgleiolLung 

welche von einander unabhängig und so beschaffen sind, daß der ent- 
sprechende Jaeo bische Multiplikator dieser Düfereuti&Igleichung den 
Wert 1 besitzt. 

Somit erhalten wir als Gesamtergebuis unserer Betrachtungen Ueu 
folgenden 

Lehrsatz: „Sttui die drei Funktionett V {u:, i/, £j, Q (x, y, e), Ii {j:,y,e) 
gegeben, so können am den drei partiellen Differentialgkickungen 
J. Ordnung 

die drei unbekannten Funktionen X (x, y, z), Y (x, s), Z (x, y, s) dann^ 
aber auch mar dcum hegümmt tperdm, toetm mnadu» den Ftsnkiiionen 
P, Bdie idenüsdie QUiekimg 

hesteJit. Ist (ilf'sr liidingung erfüllt, so läßt sielt ein jedes den LHffercntud- 
gleichungen (1) (intüge leisUnde Sysfetn von Funktionen X, Y^Z dar- 
stellen durch drei Formeln von der Form 

cx ' ex* öy cy* c)z ' 

in denen F eine beliebige FuiUUion von x, y, z sein kann, während 
0 und W Mwei Umingm dar parüdlm D^erentudgleichitng L Ordtumg 

sein mwMai vcn saldier Beatiiaffenheitf daß der ihnen entaprediende 
Jaeohiadte Midtiplikaior dieeer DifferenU^^Mekmig den Wert 1 
heaiiet** 
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Anmerkung. Wird das Problem in der Weise modifiziert, daß die 
drei anbekaanten Fonkttonen X, Y, Z nidit bloß den drei DifPereatial^ 
gleiehmigeii (1) m genl^^n haben, somdem auch noch dar Bodingnng 

dX . oY , dZ ^ 

nntavorftn werden (vergl. die Fuftnote Seite 58), so kann der su 
ihrer Ermitteliing yoigeeehli^iene Weg im großen gansen beibehalten 
wttden; die Funktionen 9 und W können genau ebenso gefunden 
werden, wie im ob^^ Lehxsala angegeben wurde, die Fonktion F 
aber, welche Yorhin vüllig willkOrlich blieb, hat diesmal der parÜeUen 
Difforentialgleichmig IL Ordmmg 

Genüge zu leisten. 

Dresden, den 8. Januar 1902. 



On the Äernaiiiders of the Nnmbors of Triangle of Pascal 
with respect to a Frime Nomber. 

By T. Hayashi, Matsujama (Japan). 

The method by whidi Ph>£ K. Honsel has generalixed the 
theotems of Format and Wilson in this ArchiT, (3) 1, 319—822, 

luay be also used to establinli so nie theorenis relating to the remainders 
of the numbers of triangle of Pascal with rei^ect to a fuime nmnber. 

The first of the following results may be regarded as a generalization 
of thoso theorems enunciated by Lucas in bis Tlu-orie des nombrrs, p. 420. 

Let p be a prime uumber; theu, if <jr be a positive integer less 
than Pf 

Hence, as it is well known, 

(x-{-iy~af+l (luod. p). 

New let j) » + where ii^ v are anj positive integm, not 
exelnding uato. Them 

(x-^iy '{x-^Xysaf-^l (mod.j»), 
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whenoe 

Ezpandtng both sides of this congraenoe bj the binomial theorem and 
considerii^; thftt p is odd, we gefe 



where 



and 



r(r-l)(r-2)--(r-< + l) 



C) 



n r(f + l)(r+a)...(r + <-l) 



Therefore, roniparing the coeffirionts of the equal power? of x on bofch 
sides of this con^upnee, we obtaiii the following congrueooes: 



(mod. jp). 



AU ibese rektionB eaa be replaoed by a very general congroence 

where 2^ is the smallest poBitire remainder of { modnlo p. In fact^ 

the first colanm of tiie i^lmn above foUows immediately, if we put 
l*^l^^lj2t^f- - ;v\ and the seoond colunrn also follows» if we put 

lwml^^v-\-lf V + 2, • • •, ^ — 1, «inee {J^ mnst be tmo fbr l^>v\ 
and so on. Thos: 

^ p he an odä pnmß «NMnier, and i> — |» + Vi iHimier ofcom" 
bmiHoHs ofii etemenis wiA r^KtUion idken lata Um ü eongnieiU to tke 
mtmber eombmaiions of v elemenis mihout repeUHm taken l^aiaUmewWi 
sign (— ly», modulopt where l^is&ie leastposiÜve remainder cfl modviop. 
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On the BamftiBdera of ih« Numben of Tcuuigle of PMoal «ko. 69 
Sinoe , . 

the congruence niaj be traneformed iato 

C +,'->(-!> Q (Mod.,). 

This is a generaiized form of the theoreuis enunciatetl by Lucas, 
loc. cit.; becaase the theorems can be obtained from thiB b^' putting 
l = V, V — 1, V ~ 2, • • •. 

Next, let j> be a prime numher and »> /i — r, wbere i», ^ are 
alao «DJ positiTe integen. Then 

xP 'X* (X'\- = (xP + 1) . (j- + 1)-" (med. p). 
Expanding both «ide» of this congnipuce, we get 

[i] ""[i]' L'i-i] L-fi] [2p+l]^[2;/+i] + [j;4-l]^"[i]' 

• « • 

• « • 

These are also cont&ined in a verj general congruence 

if we uuderstaud that j^l^j - 0 when r < 0 and [^] - 1. Thus: 

If p he a prmc integefy andp — — v, the number of combhuxHom 
of (i elentents taken l at a Urne vOh repetiiion is congmient to tiie wm 
of the numhers of combinations of v demmts taken ^ l—Pt l — • • • 
(U a time witit rcpetition modulo p. 

This may be transformed into 

Also, when p — fi — we can alart from Üie oongnience 

and obtain another raralt. 

Matsujama, Japan, September 15, 1901. 
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Über einige elementare Gnmdgedau^eu der NomograpMe. 

Von M. D'OcAGifB in Parie. 

Die gnmdlegendeu Gedanken der Noniographie, wie sie am ein- 
fachsten bei der rahlonmäßig bezeicliru'ten Darstellung von Gleichnngen 
mit 3 ujid 4 Variablen zum Ausdruck konmipn, können «rhon in flpn 
elemeiitareu Lehrbüchern der analytischen Üeometne uiitor den An- 
weudungen Platz finden.^) In diesem Sinne geben wir hier einen kurzen 
Abriü, verweisen aber bezüglich der tdlgeraeinen Theorie auf das Lehr- 
buch'), wo wir den Gegenstand nicht allein bei Gleichungen mit 
3 und 4 Variablen — wie sie in der Tnad» weitaus am Ufanfi^jiBten 
▼orkommen — sondern auch bei GlächnngMii mit beliebig vielen Variablen 
in breiter Ausführlichkeit behandelt haben. 

I. Systeme kotierter Elemente. 

1. Elemente mit einer Kote. — Wenn mau auf einer Ebene ein 
System geometrischer Elemente, das von einem Parameter abhängt, 
darstellt und an jedes Element diejenige Zahlen bezeiclmung tschieibt, 
die dem zugehörigen Werte de« Parameters gleich ist, dann erhält 
man ein Sj^im ^on ^emeiUm mU emar Kote. Diese Elemente kSnnen 
entweder in Panktkoordinatm durch eine Gleichung von der Form 
F(x, y; <e)«0 oder in Linienkoordinaten dnreh eine Gleidinng von 
der Gestalt jP («, «; er) » 0 definiert werden. 

Sie sollen die Elemente {«) heißen. Es ist Uar, daß man diese 
Elemente in der Praxis nur für einige Worte Ton a — besonders ftlr 
solche, die eine arithmetische Beihe bilden — wirklich darstellen wird, 

1) über die Zweekmäßigkeit einer «oldien SSnfUirang vergl. die Bemerkung 
TOD J. Taunery in Beiner Analyte de« unten genannten Thntä. (Bull, des Sc. 
nath. (2) XXIIT, p ITR). 

2) Traitö de Tomographie (Paris, Gautbier-Villars; 1891»). Diese« Werk «oll 
im folgenden durch die Buchstaben T. N. beieiohnet werden. In deutscher Sprache 
hat fb. F. Bohilliitg einen Aunng danma nntor dem Titel: Ober die Nemo- 
graphie von M. d'Ocagne (Leipzig, Teubner lOoO) erscheinen lamen. 

[Wir bieten hier den Lehern, Avplrhe sich x'iher Wesf» und Ziele <1^r ^',w(o- 
grujthie schnell eine Vorstellung bilden wollen, die Übersetzung der Abhandlung 
mSot quelques prmdpee ^lämentauree de oomographie**, velebe ans der Feder des 
Hanptveitretera der Notnograpfaie stanunt und im Bull, des sc. matb. (2) 24, 190O 
erschienen ist Herr Fftrlc war so Ht-bcnswürdi^'. ille t^^bi'fsetjsnng S5ii übernehmen, 
wofür ihm die itcdaktion auch an dieser äteile den verbindlichsten Dank axuspricht. 

Die fied.] 
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und BeH)rt dann noeh blofi imiarlialb gewisser Ghreiueii, welche durch 
die BedlfarfiiiaBe des heabsiditigleii Gebrauches bestimmt sind. 

Die PnnkikoordiiieteiL x, y sind fast durehweg kartesische 
reehtwinUige Koordinaten, die Lmienkoordinaten v Parallel- 
koordimiteill^), die fUr die hier vorliegenden Zwecke eine erheblich 
bequemere Anwendung als die PlUckerschen Koordinaten gestatteu. 
Die einfachsten Systeme von Elementen mit einer Kote erhält raan^ 
wenn man die Gleichnng F=0 als linear m r. t/ oder in u, v an- 
nimmt Im ersten Kuli»» erhält man ein System von (rei-adm mit eitler 
Kote, welche Tangeuteu einer Kurve, ihrer HOgenaiinten Envcioppr, sind; 
im zweiten Falle ein System von Punkten mit eifter Kote, die auf einer 
Linie, ihrem Träger, verteilt sind. 

Die Enveloppe schrumpft asa einem Punkte zusammen, oder der 
Triger wird eine Gerade, wenn u bloB in einer gewissen Verbindung 
▼orkommt, fttr welche die Glmehung F^^O linear ist, d. h. wenn F 
die Form hat: 

worin F^ und lineare Funktionen von x, y oder m, v allein sind. 
Ein System von Punkten mit einer Bezeichnung nennt man je nach 
der Natur des Ti3gers eine gerade oder eine hnmme ^ala. 

2, Punkte mit 2 Koten. — Ein SyHteni geometrischer Elemente 
mit '2 Parametern wird anch ein Systnn mn Elementen mit 2 KittcH 
geben, wenn sich die Elemente in gewisser Weise in der Ebene dar- 



1) Wir haben 1884 in <len ^iomelles Annak*» tliesen Kooniinateii eiue ein- 
gehende Studie gewidmet, die dann in oiuner Bronshttre Coordonn^ paiaUtiei 
et axiales (Paris, Gauthier -VQIan 1885) wieder aligcdrnckt int; inzwiHdien hatte 
Hr K. Schwering n^ifr denselben ficrreuHtand sfitip Bm^chüre: Theorie und An- 
wendung der Liuienkoordiuateu, (Leipzig, Tenbner IVtH) verOftentUcbt. Besäglich 
dewaon, was flir die aomographuieheii Anwendungen naeatbelarlieli irt, liehe T. N. 
Seite 186. 

[In Bp7Mg atif das Auftret<^i) d*'r Pjirallolkoordiiiatfn findft man folgende, 
die vorstehenden Anp^alipn de» Herrn dOcagnc ergänzenden Notizen in dem 
Auisatze: „Die UnvorKagtscben Linienkoordiuaten. £in Beitrag 2Ur Geschichte 
der antlytiflehen Geometrie*' von F. Bndio. (Feitsclizüt fOr Morits Canior. 
Leipzig, !5 «J Teubner, 1899, 8.885—897). Die Parallelkoordinaten sind erwnhat 
von Chan Ich in der rorreppondance de Queteiet 6, 81 MsS^i). Systematisch 
durchgearbeitet und ini Unterricht verwendet wurden sie von Unvexzagl; vergl. 
•eine Frognimmabbandlung: „Über ein einftMshef EoordinateiMTvtem der Oeraden". 
Wiesbaden, 1871. Danof folgten die Schweringschen Schriften: „Über ein 
neues Koordinatensystem" (1874), ..t)ber ein bCBondt-res Lint<'uk(»oidiiiatpn8yst*»m", 
Zeit«chr. für Math. u. PhjB. 21, 1876} aoAerdem seine Progr. Abhdl. des (ivnin. 
in Brilon. Die Bed.J 
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stellen lassen. Eine Bolche Darstellimg wird aber iill^emem uieki 
mdgUok «ein, wie man sich laicht durch folgende Betarachtimg flber- 
zeugen kann: Wenn man dem einen Parameter einen festen Wert 
gibt, den andern aber sich ändern läßt, so erhalt man ein in der 
Ebene darstellbares System von Eleuieuteu mit einer K<»t<-: wr nii man 
über auch diejenigen Systeme anfzeichnet, ilio den verschi« amen Werten 
des ersten Parameters entsprechen, so werden diese verschiedenen über 
einander gelagerten Systeme ein durchaus unentwirrbares Durc lioinauder 
hervorruten, mit dmiger Ausnahme der jetzt zu betrachtenden Fälle. 

Wenn nuühdiBt die Elemente^ mn die es sidi handelt, Pnidi» 
sind, so wild jedes der eben betnchtetoi Elemente mit «nsr Kote 
nur Punkte umfassen, die auf einein gewissen Triger liegen; die den 
Werien des ersten Pnxmmetets entsprechendan veraehiedenen TrSger 
können daher auf ^nsr und derselben Ebene neben einander bestehen, 
und hieraus folgt die Md^chkeit, PmniUe mtl 2 Koim wa kon- 
struieren* 

Es steUe uf\a, «') + vqp(a, «') 4- «') — 0 die Gleichung dieser 

Punkte in Linienknordinaten dar .Te nachdem man dem einen der 
Parameter a, «' einen festen AVert gibt und den anderen sich ändern 
laßt, erhält man Punkte, die entweder auf einer Linie {«) oder einer 
Linie («') liegen. Diese beiden Liniensysteme lai, f« ) bihlen ein 
Netz, wobei der Punkt {«^ «') sich im ^Schnittpunkte der Linien \ct)f 
(«') belindet. 

3. VcrdühUir JJnioi mit 2 Knfeth — Wenn die Elemente «. «' 
nicht mehr Pimkte, sondern Linien sind, so können sie in derselben 
Ebene nur in dem Falle ne])en einander bestehen, wo die Systeme von 
Elementen mit einer Kote, welche den verschiedenen Werten eines 
der beiden Panuneter entsprechen, zusammenfallen, ahyeseJien von den 
Kokn. Dies tritt nur dann dn, wenn in der Gleichung, weldie die 
betrachtetsn Elemente definiert, die Parameter «e, «' unter einem und 
demselben Funktionsaeichen Terein^ werden kSnnen, d. h. wenn diese 
Gleichung von der Form ist: 

F[a-,y; ö(a,a')]=-a 

Denn alle Elemente (a, rc'K die denjenigen Wertepimreii (a, «') ent- 
sprechen, für welche Funktion 0 («, «') einen und den;<elben Wcti t 
besitzt, i'alleu dann zusammen, und die Gesamtheit aller Elemente 
(a, a') schrumpft ausammen zu einem System von Elementen mit 
emet Kote wobei jedes der Elemente t einer unbegrenzten Menge 
▼on Wertepaaren cc, u entq^dii Die Elemente («, «) heiBen dann 
omßeftM in den Elem^t^ t 
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Wie kann nuui nim in difosein Fall« die ▼endiiedeneii Wertepaare 
der Faiameter it\ die jedem Elemeot I entaprecheii, darstoUen? Durdi 
folgendes Verfiduren geht daa aehi einÜMsh: 

Durch die Knrwoaeliar, wddie durch die Gleichung^) F (x, y; ^) — 0 
definiert iat^ lege man eine ganz beliebige Korrenflehar, die von einem 
der beiden Parameter, beispielsweite von n, pnnnQ oiiur willkürlichen 
Gleichung <p (x, a) =»0 abhängen m^e. Wenn wir jetzt für «' einen 
beetimmten Wert festlegen und alle zusammengehörigen Wertepaare a, t 
betrachten, die aus der Gleichung ö (a, «') = < folgen, bo sehen wir, da Ii 
die St hnittpnnkt*- <Um- /usanimenp^ehnrigeu Kurven («), (<) auf einer Kurv© 
lietjen, deren Gkicliiing i' (./■, v; « * ^ '* 
durch Elimination von u, t aus den drei 
aiügeschrieheiieu (Tleiidanigeii hervor- 
geht, luid die um dem fiir a' ge- 
wählten Werte m bezeichnen sein 
wird. Wenn man diesen Wert a 
sich indem Iftfit, behilt man eine 
Knrrenschar («'), die dnreh die letste 
Gleichong heetimmt ist, nnd die in 
Verhindnng mit der willkürlich ge- 
wihlten Kurvensehar (a) die ver- 
adiiedenen Paare von Koten angibt, die den Klirren der Schar so- 
kommen. (Figur l.) 

Die Gesamtheit der Rcharen iu), iu") bildet dann ein Net7., welches 
das JVWr (Irr KoUu der iScliar i7: «jeiurnnt werden kann; und man .sieht 
ein, daß jedem vfrdirhfetrn J-Jimmk t je zwei Koten für alle Puttkie 
des NetJie^ (a, «'), diaxJt aelüie diesen Element geht, zukommen. 

Wenn die verdichteten Element« (/) parallele Gerade sind, so stellt 
ihre Gesamtheit zusammen mit deiu Netz von Koten eine sogenannte 
hinän SM» dar. 

4* Gerade mit Ü Koten. DoppelUe ümh0lmgtbimeti. — Die biaher 
anteranehten Elemente rind die einzigen, welche einer dä/näige» Dai^ 
Stellung in der Ebene föbig sind; dagegen gestattet die EinfBhraiig 
beweglicfaer Sjeteme, das Feld der h» der HersteUung der Nomo- 
gramme (Rechenblätter) verwendbaren Elemente zu erweitem. Man 
neht nämlich ein, daß in gewissen Fallen die £lemente eines Systems 
mit 2 Koten dadurch erhalten werden können, daB man entweder eine 
einaehie auf einer beweglichen Ebene angezeichnete Linie über die 




Fi«. 1. 



1) Wenn w sieb nm Elemente handelt, die in LinioukonrcUnaten ^geben 
sind, SU kann ni»n für die Lösun*? «tct? itiif Oli'irhnng in Punktkoordinatoll 
nehmen, die tue b in bekannter Weise aus der Berüh^ungügleicliang ergibt. 
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feste Eben« hinweg gemSft zwei I'^nmefeem yendiiebt, oder daß num 
«ne ganse Enirensdiar, die auf «ner eolehen Terlegbaien Ebene anf- 
gezeichnei ist, gem&ft einem Parameter bewegt Wenn wir uns auf 
den einfiKdietem und si^eieh. ans fonkliiehen Rfickaiehten intor« 
easantesten Fall beschränken, daß die Elemente mit zwei Koten 
Gerade sind, so ist klar, daß man sie alle Termittelst cmer beweglichen 
Geraden erzeugen kann. Die ganse Frage kommt darauf hinaus, die 
Lage dieser (uradeu für cm p^gebenes Wertepaar der entsprechenden 
Parameter zu beatimmen. ?js »ei 

rf («, «') -j- yqp (a, a') + (a, a) — 0 
die Gleichung eiuer Geraden mit zwei Koten. Wenn man dem « 
einen festen Wert gibt, aber «' pich iiudem läßt, so erhalt man 
fttr die entsprechenden Geraden eine Umhiillungskurve, die durch 
den geiriUdten Wert Ton a bezeichnet werden kann. Lüsen wir jetst 
diesen Wert sich ändern, so erhalten wir eine Schar Ton UmhUllongs- 
karren («). Li dersdben Weise woll«ii wir eine Schar von ümhtÜlnngs- 
knr?en («') definieren. Dk Gerade mU de» beide» Kote» (et, a") imrd 
dem» geuiemame Tmgmie für h&de ünMUvngdomrve» er, 

Man sieht, daß diese Bestimmung einer Geraden mit zwei 
Koten genini l 'rjenigen entspricht, die wir in Nr. 2 bei Punkten nnt 
zwei Koten betrachtet haben. Indessen ist hier die Gerade (a, a') 
nicht ständig auf dem Blatte der Zeichnunip vorhanden, wie es bei dem 
Punkte (a, «"^ der Fall war. Die Gerade ist durch ihre beiden üm- 
hüllung.''kurven («), («') definiert: und jedesmal, wenn iniui sie braucht, 
muß man an diese beiden Kurven eine gemeinsame Tangente legen, 
die aus einer aiü < tuem durchsichtigen Stoffe beigestellten Geraden oder 
aus einem gespannten i-'adeu bestehen kann. 

Vm vondurem ist leidit ernchtiieh, daß die DaarsteUnngsweisen, 
die sich auf die Verwendung rtm M^ändige» Elementen mit awei 
Kotoot grflsden [die in der Fhuds im allgemeinen nur Punkte (Nr. 3) 
oder Ckttade (Nr. 4) sein werden], eine größere AJ^emeinheit besitaen 
als di^enigen, welche nur verdu^iefe Elemente aolassm. 

n. TTpea von Momogranuuen mit drei und vier Variablen. 

5. Punkt- Tomogramme mit drei Variablen. - Die einfachste Lagen- 
beziehung zwischen drei in dem Punktgebiete definierten Tiinien besteht 
darin, daß sie durch den uäinlielitMi Punkt gehen. Hieraus <>nt!^t*^bt 
der allgüiueiuste Typus von Punkt- Tomogrammen mit drei Variaiilen 
(Figur 2). Es mögen die drei Scharen von Linien mit einer Kote 
durch die drei Gleichungen deliniert sein: 
(1) F, (x, y; «,) = 0; (2) F, «,) - 0; (3) F, (x, y; «,) - 0. 
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W«on man ans dieeen LimenBdbKrexi je eine Linie heransnimmt, und 
wmn dieie drei Linien dureb dttuelben Punkt geben, so sind ihre m- 
sammoagehSrigai Koten dnndi die Gleiehiing 
(E) «(«I, -0 

▼erlmndeny die man erhalt, wenn man x, y aus den drei ausanunen- 
gehSrigen Gleichungen eliminiert. 

Jede Gleichung zwischen drei Variablen kann so auf zahllose Arten 
dargestellt werden. Man erkennt nämlich, daß man, wenn die letate 
GleichuiifT gpgeHen ist, zwei der vor- 
aufgehenden, (1) und (2) z. B., will- 
kürlich wählen kann; die dritte folgt 
dann aus (1), (2) und (K) durch Eü- 
mmatioü von a, und a^. 

Insbesondere kann man immer 
KW« der kotierten Seharen dureh Ge- 
rade, am aUereinÜMshsten durch die 
Gereden xi^a^ty darstelleii. Sie 
bestimmen dann ein regelmafilgea 
Gitter, wddies die Karren dnrdi- 
qneren. Li der Praxis ist die Wahl 
der ersten beiden Scharen der Bedin- 
gung unterworfen, daß man nach Aus- 
führung der genannten Elimination auf 
eine flritte rtrUr Schar geführt werden 

muß, und daB man bei dieser Wahl immer darauf bedacht ist, <lio ein- 
fachstmöglichen kotierten Linit n dt r drei Si luut ii zu crhülten. Das ist 
ja gerade einer der hanptsHchliclisten Gesichtspunkte der Nomographie. 
insbesondere ist klar, daii mau »ich die Gelegenheit, wo man sieh auf 
alldnige Anwendung von kotierten Geraden beschranken kann, nicht 
entgehen lassen wird. Nichts aber ist leichter als den allgemeinen 
Typus der Gleichungen zu bilden, die sich dureh drei Scharen Ton 
Geraden mit einer Kote darstellen lassen. Namüch die obigen Glei- 
chungen (1), (2), (3) nehmen in diesem EUle die Gestalt an: 
(10 «AK) + y9iM + - 0, 

(20 xf^M + »ptM + ttM - 0. 

und Gleichung (ß) wird: 

9iMf 

[ET) f,{a,\ <p,(a,), -0. 

y«(«5)> M^) 




Fig. S. 
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Unter den Glcichimgen von dieaem ftUgameilMli Typus haben die- 
jenigen, welche in der Praxis am hKnfigabai anftreten, die Form^) 

Mau eiieht ein, daü man sie vermittelst der diei Scliareu von Geraden 
mit einer Kote darsteDt: 

(1") = 
(2") 

AV Ii l)egnügen uns hier mit der Bemerkung, daß man ein 
gegebenes Nomogramm von kotierten Oeraden der allgemeLUBten 
homograpbisehtti ^ßramlbnniiioii iinterwetftti kann, ivUurend man 
die Koten der Tencliiedenen Geraden^ die es zasammenBetnUy bd- 
behSli Weil nun eine aolche Traasformation in der Ebene Ton acht 
Parametern abhängt, ao kann man von fsonsherem die Bew^^chkeit 
beurteilen, die sie fttr die Heratellnng der Nomognunme dadurdi mit 
aiob führt, daA sie über die Parameter die Torteilhafteate YerfBgimg 
geatattet.^ 

Andererseits sei darauf hingewiesen, daB ee zmur in der Praxis im 

allgemeinen loiclit ist, rinc ijpgphpnp Gleichung an einen der obigen 
allgemeinen rv})eü zu knüpfen; die umgekehrte Aufgabe dagegen, die 
analytischen Merkmale bestimmen, au denen man vortre<i die Möglich- 
einer solchen Verknüpfung erkennen kann, fuhrt auf rein analytische 
Probleme, die weder des Interesses noch der Schwierigkeit er- 
mangeln. 

ß. 7h riilirttiif/sunwofframiuc mit (h fi Var'uihh-n — Ganz, entsprechend 
besteht die einfachste Lagenbeziehung xwischcu drei im Bertilirungsgebiete 
delinierten Linien darin, daß sie eine und dieselbe Gerade berühren. 
Hierautj geht der allgemeinste Typus eines Berühruugsnomogrammcs mit 
drei Variablen hervor, dessen Grundgedanke durch dieselben Gleichungen 
Tenunsehanlifibt wwden kann, wie die eben bei Ponktnomognummm 
benntaten, mit dem einzigen Unterschiede, dafi an Stelle der karte- 
aiacfaen Koordinaten d;, jf die Parallelkoordinaten v treten. 

Mittda dieser Substitution definieren die früheren Gleiehnngen (1), 
(2), (3) drei Scharen von Linien mit ein«r Kote (o^), («^); und 
die Koten dreier dieser Linien sind durch eine Gleichung (£) ver- 
bunden, wenn diese drei Linien Tangenten an diesdbe Gerade sind. 

1) Vgl. Terachiedcne Beispiele solcher Gleichungen: T. JS. Kap. 11. § 11. 

2) T. N, Kr. 49 und 60. 
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Kvaunehr moB man eme bcnre^ehe G^iade, dan wtgoiaiinten AsMd^ 

zu Hilfe nehmen, wenn man sicli des Nomogramrocs bedienen will. 

Bei dieser Gelegenheit sei bemerkt: Gerade eo, wie sieb bei Ponkt- 
nomogrammen immer eine solche Wahl treffen ließ, daß zwei der 
kotierten Scharen durch gerade Linien dargostellt wurden, so kann 
man hier bewirken, daß zwei kotierte (Systeme durch Punkte gebildet 
werden. So ist jede nieichiing zwischen drei Veränderlichen a^, u.,, 
Oj durch zwei SyKtenn' kotierter l^inkte (Oj), (a,) und eine Öchar 
kotierter Kurven (ag) darHtellbar, wobei die Werte der drei Variablen 
derartig zus&muienhüugen, daß Gerade, welche die kotierten Punkte 
«fi und «2 verbindet j Tangmt» of» die heiierte Kurve «st Die Not- 
wendigkeit, eine bewe^^che Qerade zu venrenden, um die Ableenngen 
am Komognunme su ennöglichen, sdieint auf den ersten Blick den 
Bertthningsnomogrammen eine antergeordnete Stellung gegenttber den 
Pnnktnomo^raimmen xn geben» 

Dem ifft aber nidit so, wie man ridi dnrcli die folgende Bemerkung 
sofort überzeugen kann. Die Bestimmung einer Geraden durch zwei 
kotierte Pmikte ist frei von dem möglichen Fehler, welcher der Bestim- 
mung eines Punktes dun ii den Schnitt zweier kotierten Linien anhaftet^ 
und der dHrin besteht, daß man beim Verfolgen dieser beiden Linien 
bis zu ihrer Durchkreuzung Gefahr läuft, ohne genügende Aufinerksam- 
keit auf benachl>arte Linien der Scharen, von denen sie Teile sind, 
überzugehen. Diese Fehlerquelle ist bei kotierten Pimkt«n nicht 
vorhanden, weil bei ihnen die Kote nur an einem eimigen Funkte 
uigebracht ist, anstatt sich über eine ganze Linie auszudehnen. Es sei 
noch bemerkl^ daft dieser ümatand die Einsehaltimg uadi dem Augen« 
maBe swisdhen den kotierten Elementen, welche auf dem Nomo- 
gnunme wirklich Torhanden sind, erleiditeri Dieser doppelte Vortril 
macht sich noch mclur geltend, wenn die dannstellende Gleichong toh der 
frUkfiren Form {ET^ ist, (von der die Form (£'0 nur einen besonderen Fall 
darstellt), weil sieb dann die durch die Gleichungen (1), (2), (3) [worin 
II, V lOr Xf y gesetzt sind] definierten drei Systeme kotierter Elemente 
anf Systeme von Punkten mit einer Kote reduzieren, zwischen denen 
man bloß mit Hüfe des Anzeigers einzufluchten braucht; hierher stammt 
die Benennung Tomogramme mit flueJitrechfen Pidd-fr» fFignr3).*) Am 
häutigsten treten in der Praxis solche Nomograru im auf, die unter die 
Gleichungen von der Form {£") fallen und durch die Gleichungen (1), 
(2), (3) definiert sind, wenn in ihnen x und y durch u und t; er- 
setzt sind. 



1) T. N. Kap. in. 
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Wenn maa ein solche» Nomognunm auf kartmische Koordinatflu 

bezieht, so kann mnn die Glflcliungen, clurrh welche die verschiodenen 
kotierten Eiemeute definiert sind, — unter / eine beliebige Größe ver- 

sianden — schreiben: 




\x 1, 



i 



y- 



— («») 



In AiuAmMiiJBmg am Schiune der folgenden 
ng.s. Nnnuner findet man ein neoep Argument 

zu Gunsten der Berührungsnomogramme^ 
Wir wollen hier noch bemerken, daß die Anwendung der all- 

gemeinsteu Homographic gntf Dienste leisten kann, um einem Nomo- 
gramme mit fluchtrechten Punkten die beqaemate Lage zu geben. ^) 

7. Ncmogramme mit vier FanoUen. — üm von den eben erUirlen 
Typen der Nomogramme mit drei Variablen zu einem Typus T<m 
Nomogrammen mit vier Variablen überzugehen, reidht es offenbar aus, 
daß man eines der vorkommenden Systeme mit einer Koie durch ein 
System von Klementen mit zwei Koten ersetzt. 

Dies zeigt uns unmittelbar, daß ein Nomogramm mit vier Variablen 
ohnr fmveglidns Element, nur vertlktäete Elemente Elemente mit 
zwei Koten zuläßt. Wir haben ja in Nr. 3 und Nr. 4 gesehen, daß 
mau im Punktgebiete nicht verdichtete Elemente mit zwei Koten nur 
mit Uilfc beweglicher Elemente erzeugen kann. Nr. 3 hat gezeigt, 
daß man im BerQlirungsgebieie selbständige Elemente mit iwei Koten 
nur dann herstellen kann, wenn diese Elemente su Punkten sosammen- 
schrumpfen; aus Nr. 6 folgt dagegen, daß die Ablesung Ton einem 
Berlllimngsnomogramme nur mit HiUa eines bewegUcheii Amelsen vor 
sidi gehen kann. Der obige Schluß ist abo dnrdians bwschtigt 

Wenn wir in dem 4]lgemeinen Typus der Punktuomogramme mit 
drei Variablen (Nr. 5) eine Schar von Linien mit einer Kote durch 
eine Schar yerdichteter Linien mit zwei Koten wseteen, so erhalt die 



1) T. N. 60, 02. Ein beaonden bemerkeaswertM Beiipiel der Anwendung 

findet uoh in Nr. M. 
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auf diese Weise dai^estellte Gleichang mit Tier Variablen die Form 
^b^u^t ^(«%»*4)] = ö; sich auch ^pC«!, «j) «=■ Ö(«3, «4) schreiben 
läßt. Wie man bei der Dantellung einer Gleicbung mit drei VariablBIl 
zwei Scharen kotierter Linien beliebig wählen durf^te, so kann man 
besonders für die Scliar, welche zur »Schar verdichteter Geraden 
mit /^^f 1 Koten werden soll, eine Schar paralleler Geraden nehmen. 
Mau kann also sagen, daß jede /wischen vier Variablen bestehende 
Gleichung von dem geuaimteu Ty^>us sich diuch eine Schar von 
lomw mit einer Kote und ein Nets darstellen läßt, das von einer 
Behalt pwalleler Linien mit einer Kote nnd einer Sdwr panlleler 
▼«rdiehteter Linien mit swei Koten, d. b. vra einer binSren Skele ge- 
bildet isi 

Um eine allganeinere Weiee der Dwatellnng von Gleiebrnkgem mit 
▼ier Variablen in gewimum, maß man sn aoleben aelbetindigen Ele- 
menten mit zwei Koten seine Zuflacht nelinieu, deren Anwendung im 
Torhergehenden als mögliob erkannt iat, insbesondere m Geraden mit 
swei Koten. 

Wir wollen uns also das allgemeinste Nomogramni gebildet denken 
durch zwei Scharen von Linien mit einer Kote i"! (J", y: aj) = 0, 
Ff(x, y; Oj) <=- 0 und eine Schar von selbständigen Geraden mit zwei 
Koten a:/\«3, + ^(p{a^, uj -j- ^(«3, — 0. Das Ergebnis der 
Elimination von x und y aus diesen drei Gleichungen wird von der 
Gestalt sein 

Das ist also der Typus aller auf diese Weise daratellbaren Gleichungen. 
Es ist bemerkenswert, daß die meisten Gleichungen mit vier Variablen, 
die in der Praxis auftreten, sieh auf diese Geetidt zurückführen 
lassen. 

Das zugehörige Nomogranini wird ersichtlich die vier Scharen 
von Elementen mit einer Kote (^a^j, {a^}, (cfg\ icc^) umfassen, worin 
die beiden letzten die doppelten Umhüllungen der (Jeraden mit zwei 
Koten [cc^, bilden, und diu ^Uiweudung diesem Nomugramms läßt 
sieh in folgender Fassung aussprechen: IHe gemeinsam Taiigmie m 
die hoHertm Emvm nnd gdU dmrdi den SdmitlpiaiH der koUerlen 
Kunm nnd Dieser Anaspmcb ist g^ichbedentend mit: Die Gerade 
mU den beiden Koten gehi dunk den Punkt mit den beiden 

Koten (ect, «i). In dieser Fassung aeigt er, daß diese DarsteUungs- 
art durch benebnngsweise Transformation sich selbst wieder berror- 
bringt. Wenn man Tersneben würde, ein Berahrun^momogramm ebenso 
zu TeraUgemeinem Termittelst derselben Gleichungen, in denen nur 
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1> an die Stelle von x, y treten, Bo ist ersichtlich, dafi man m dem 
gleichm Ergebnis gelangen würde, mit dem einzigen Unterschiede^ 
daß das Elemeiit (o^, «ej Jliier ein Punkt, das Element (o,, «i) eine 

Gerade bedeutet. 

Der für die Praxis interessan- 
teste Fall ist derjenige, wo die 
Umhüllungen (a,), (Oj) der Geraden 
mit zwei Koten (a„ «,) zu Punkten 
snmmsMnsclmunpfeu, d. h. wo ein 
Nomogramm mit flnehtrechten 
Punkten Torliegt, wSliniid emea 
der di«i Pnnktaysteme swei Eolen 
beritat (Fig. 4) 

In diesem Pralle mögen die 
Gleichungen der Punkte mit einer 
Kote (aj und (o^) in Parallel- 
koordinaten lanten: 

die Gleichung der Punkte mit zwei Koten (u^, heifie dugcgeu 
Dann ist die dairgestdlte Gleichang Ton der Form 

9iM j 

(«) 9;j(aj) ?^rj(aj) -0. 

/" («8» («8» «*) ^^'(«8» «4) 

Die in der Praxis am häufigsten wiederkehrenden Gleichungen 

von diesem Typus lassen sich schreiben: 

(«') AWA«» «4) + Vi ^^(«»i «J + «4) = 0, 

draek«! also gemäß Nr« 6. die Unoht der Punkte ans; 




(««) 



1;: 



9 («»»««) + /(«•! «4) 



Um die Gleichnngen der beiden Scharen yon Linien mit einer 
Kote (a,) und (aj herzustellen, deren Gesamtheit das Netz (0^^ 
bildet, genügt es, aus <k ii beiden letaten anfgeschriebenen Gleiehangen 
«1 und «4 nach einander ku eliminiereD. 
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Dann umfaßt das Nomogramm aaßer den Punkten mit einer 
Kote (ocj) und (o,) «iic l>eideii Scharen von LiniMi mit oitu^r Kote, 
vmd ihre Anwendung läßt sich in dem Satze aussprechen: Die Ver- 
himhnuisUnif (Irr hdkrten Furüele und g^t dwrdi den Schmttpmkt 
der kotierten Linien a, und a^. 

Anmerkfttig. — Wir beschranken nns hier auf Gleichtm^pn mit vier 
Veranderlichen. Es Ist aber klar, daß man im^mittelbar I)ar.stell'in'_''sarten 
erhielte, die auf Gleinhuiigen mit fünf und sechs Variablen anwendbar 
wären, wenn mau in einem Typus von Nomograuimeu mit drei Ver- 
änderlichen nicht bloß ein einziges System von Elementen mit einer 
Kote^ sondern zwei oder edbat drei durch Systeme von Elementen 
mit iwei Koten enwtaaii wflide. Hier madieii eioh die Vorteile der 
Berfllunuigniomogramiiie vor den Panktnomogreminm geltend. Wenn 
wir namlieh in einem Pnnkbioniognunm, das dnreh die Durchkreuzung 
dreier Systeme tch Geraden mit einer Kote gebildet wird, jedes dieser 
drei Systeme durch ein System selbstSndiger Geraden mit swei Koten 
ersetzen, so brauchen wir zur Ablesung an diesem Nomogramme drei 
unabhängige hewegUehe Gerade, und das ist offenbar wenig praktisch. 
Wenn wir dagegen in einem Nomogramme mit flnchtrecliten Punkten 
jedes d»'r drei Systeme von i'unkten niit finer Kote dureb ein System 
von Puukti'u mit zwei Koten ersets&en, so genügt zur Ablesung stets 
eine eiwnge beweglieiie Genuic. 

HL Anwendung Auf die nomographischa Ltonng der algdbiuseheE 

GleiohuigVB. 

8« Normalfcmien der tidgebraisdten CRMm^en. ~ Die Wnneln 
einer algebraischen Gleichung vom Gnde « in « hangen von den 
n KoeGSsienten dieser Gleidinng ab. Weum man also die nomographische 
LSsnng dieser Gleichung in dem allgemeimm Fall«^ daB den Koefifixienteai 
beliebige Werte beigel^ sind, bewirkea will, so muß man die Gleichung 
als eine Beziehung zwischen m + 1 Yeranderlicbeu, nämlich der Un- 
bekannten z und den n Koeffizienten ansehen. Nun ist es aber bekannt* 
lieb möglich, durch Transformatioften, die nur die Lösung von Neben- 
gjf'irhnnt^'en ersten und zweiten Grades erfordern, die Gleichungen eines 
gegebenen Gradea auf gewisse kanonische Typen /urfickzuführen, dw 
eine geringere Zahl von Koeffizienten enthalten. Das einfaciiste 
und klasäischst«^ lieispiel hierfür ist die Gleichung di-itten (irades 

jc* + «r* -}- 2^x -j- (j ^ 0, die durch die Transformation x' ^ x — ^ 

3 

auf die Form x'^ -f p'^' ' + 7 =0 zurückgeht, 

AioUt <Ur MMkMMttk uaA «IgriU. III. BdOia. 6 
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M. »'OoAaini: 



ünt«r den Transformalioueii diejstr Art ist die wichtigste dio von 
Tschiruliaus, Yermöge deren Bring, Jerrard, Brioscbi und 
Herr Klein fBr die Gkidiungen 5. Chndw Tefiehiedene Nonnelfomen 
erlangt haben, die nur einen einzigen Parameter entibatteiL^) Dteae 
Traosformation erlaubt namenÜich jede (Heidmng 7. Gfradea auf die 
Nonnalfonn + A;»* + + + 1 — 0 an bringen, die anfier der 
Unbekannten nur noch die 3 Parameter ft, v onuehliefst, also in 
nnaerem Sinut eine Gleichung awischen 4 Variablen vorstellt. 

Allgemein kann jede reduktible algebnÜBche Gleichung durch 
Anwendung der besprochenen Transformationen auf eine Normalform 
gebracht werden, die nur noch zwei oder drei Parameter enthäl^ sich 
also in einer der beiden Formen 

(1) + XZf'hitZf^Q oder (ü) + IZ^ + + vZ^ =■ 0, 

schreiben Bißi^ wobei Z^, Z^, Z^, Z^ Polynome von g mit munenaehm 
Koeffizienten bedeuten. 

Es genfigt nnn au aeigen, wie man die besprochenen nomo- 
graphiachen Grundgedanken auf diese Gleichimgstypen bei drei, beaw. 
bei vier Variablen auwenden kann, damit das erhalt^n«^ Nomogramm 
in Verbindung mit den Transformationen, welche die Gleichong auf 
die Normalforiii bringen und sich selbst loiclit in Nomogramme übersetzen 
lassen, eine voUständige Lösung der entsprecheudeu Gleichungen liefexe. 

9. Glachmgen vom Tytyus I. — Wenn man die Variablen t, ^ Z 

beKW. den a^, a„ entsprechen läßt, so ersieht mau unmittelbar, daß 
die Gleichung (1) zum Typns ( >") der Nr. 5 gehört. Wie wir in Nr. 6 
gesehen, drUckt sie die Flucht der drei Punkte aus: 



Die i^unkte {k) und bilden zwei regelmäßige Skalen, deren Träj^er 
Parallelen zur y-Achse sind. Die Punkte {z) sind über eine Kurve ver> 
teilt, deren Gleichung — wenn man eie wfinadite — dmish Elimination 
Ton M auB den letzten brndai hingesduiebenen Gleidmngen au bekommen 



Wir wollen noch allgemein bemerken, dafi man sidi bei dw Her- 
stellung des Nomogiamms auf diejenigen Punkte beschranken darf, 

welche positiven Werten von z entsprechen, weil man die absoluten 
Werte der negativen Wurzeln einer Gleichung als positive Wurzeln 

1) Vgl. das „Lehrbuch der Älgobra" vou Heinr. Weber, Abschnitt VI. 




Digitized by Google 



über eininre elementare Grundgedanken der Nomographic. 83 

dtf tnasfonnierteD Gleiohniig «rhalten kann, die «ntstaht) wann man 

— f statt z einfahrt. 

üater den in Rede stehenden Typns fl) fallen unmittelbar: die 
allgemeine Gleichung zweit^^ii (irades, für die Z ~-, = z, = 1, 
und Uitj vereinfachte Gleichung dritten (.Trade.s. für welche Zj =^z^, Z^=^z^, 
= 1 ist. Die entsprechenden Nofuogramnie, deren Konstruktion im 
einzelneu iu 79 und ^\ des T. N. untersucht ist, sind im Zut»umiueu- 
hang auf Figur 80 diMes Werkes dargestellt. 

10. (lU ii humjcn vom Typus (II). — Wenn man elienso die Variablen 
A, ]U, 2' den «j, «j, f^j, «, heziehungsweise entsprechen Uißt, so sieht 
man, daß die Gleichung zum Tjjjus {jt) der Nr. 7. gehört. Sie drückt 
dann, die Flacht der Punkto am: 




Die Punkte (A) tmd (fi) sind dieselben wie vorher. Was die Punkte 
(v, j?) angeht, so sind sie ersichtUeh durch ein Netz gegeben, m dem 
die Elemente z Parallehui znr Acli.se sind, wnil ihr x von v niiHi)h!ingig 
ist. Die Kurven (v), die in \'erl>indung mit dieseu Geraden das Net/ 
{Vf £) liefern, kann mau sich nun definiert denken durch die beiih>u 
letzten aufgeschriebenen Gleichungen, ui denen s als i'arameter der Koa- 
■tniktion gilt. 

Lubesoudeire erbSlt man ein naeh dieser Art dargeetelltea Nomo- 
gnunm der allgemeinai Gleiehni^ 3. Grades, wenn man 2^ «*, ^ 
Z^^tf ^4 1 Bellt. Das so erhaltene Nomogramm ist im einaelnen 
in 125 des N. T. nntenrocht and in Fig. 140 dieses Werkes dargestelli 

Bei der Gleichung 4. Grades kann man durch eine lineare Trans- 
fonoation den Koeffizi^ten Ton i^eieh 0 oder 1 machen, im xweiten 
Falle erhält man s. B. das Nomogramm, wenn man 

^ + 2;-«*, J^-«, Z*-l 

setzt. Das betreifende Nomograiam ist iu 120 des T. N. untersucht und 
in Fignr 150 dargestellt Die Transformation, welche eine beliebige 
Qleiehnng 4. Grades auf die Terein&dite Form bringt, ist anf Fig. 151 
in ein Nomogramm fibersetsli. 

Die hier betrachtete nomographische Lösung reidit bis zur Gleichung 
siebenten Grades, welche darch die Tsehirnhans-TransformatLon auf 
die in Nr. 8 genannte Form gebracht werden kann. Es genügt näm- 
lich an setsen: 

+ ^4-* 

6* 
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OaKAB €hrr*cn; 



pjpq H(.if^j)iel läßt 80 roflit dpn Nutzen hervortretrcn, der sich an die 
Fiintühruiig bowcfjliclifr Elemente bei deu "NTnmofrrammen knüpft. Wenn 
man diese nicht zuläßt, kann man NüMiof^niimne mit iTu-lir ;i!s f!rei 
Variablen nur durch verdichtete Elemente mit zwei Koteu erhalten. 
Auü dem aber, was in Nr. 3 über d)«^e Elemente gesaiE^t ist, ^ebt 
hervor, daß die Lösung der vorgelegten (ileichuug m diesem l-ailc 
sidi iiotir«iidig auf eine Folge von Opentionen mit swei Purametera 
rednueran muß. Was nim namenüieh die Gleichung 7. Onwles angeht, 
80 muß eich nach Hilbert die Unmöglichkeit einer solchen Znrflck- 
fOhning dartnn lase^; imd man sieht ein, wie l«cht dagegen dorcb 
die EinfOhrong einer beweglichen Geraden, die nomogtaphisc^ LSsiing 
einer solchen Gleichong geworden ist*) 



Ober den Zusammenhang einer bei der Lösung von 
Alhazens Aufgabe auftretenden gleichseitigen Hyperbel 
mit der neneran Dreiedk^geometne. 

Von Oskar Gutschk m Breslau. 

Die Alhaaensche Aufgabe, bei einem spiegelnden Kreise den 
Reflezionspunkt m bestimmen, wenn Ange nnd lenchtender Gegenstaad 
nch an gegebenen Orten befinden, ist meines Wissens mit den Mitteln der 
projektiTen Geometrie noch nicht gelSet; P. Bode in seiner w^Tollen 

Schrift über dies Problem (Frankfurt a. M., 1893) erwähnt wenigstens 
nichts dayon. D*>r Zufall fOgte es, daß ich vor einigen Jahren die 
Alhazensrhe Aufgahc auf rein geometTif?chem Wege mit Hilfe einer 
gleich.SL'iti<;eii Hyperhel löste, olmc zu wissen, daß schon Huygens 
niehrcrc LöHimgeu gegtjbeii hat. Aus Ho des Abhandlung habe ich 
erst vor kurzem eraehen, daü der l)erübniie Geometer bei der ein- 
fachsten der von ihm gefundenen KüUütruktioueu dieselbe Hyperbel 
benutzt hat, auf die ich gestoßen bin. Da er aber auf ganz anderem, 
wahiseheinlieh nmstindliidiemn Wege zn dieser Enrve gelangt ist, nnd 

1) Vgl. hierzu nocL iluii Aufi^atz iles Vt^rfastiers ,,Sar la r^Holution nomo- 
graphtque des ^quations" in den Noav. Ann, (i) 2, -49. Femer verdient bpmerkt 
zu werden, daß der Übersetzer obiger Abhandlung dasselbe Thema von einem 
etwM ODdereii Oesiehtsponkfe in der Beüage mm Jahresbericht der neunten Beal- 
Hchule „R«cbenblsltt«r*' (Gilrtiiet li)02, Berlin) bearbeitet hat. Eine Folge diflRer 
fieqlieubifttter ist in Berlin bei Majrer k MflUer erschienen. Die ited. 
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da ea mir gelungen ist, einen bemerlceikBwerlwn Zmammenhaiig dieser 
Hjperbcl mit der neueren Geometrie des Dreieeks anfitadeciken, so 
dflifle die YerSlfontliehmig meiner Loenng nieht unangebracht aein. 
Gegeben aind die Brakte P und Q nnd ein Kreia I; um C Der 

auf ihm gelegene Punkt S sei so beschaffiailf daß < P8C= CSQ ist 
Wird die Gerade PQ von SC isk X und von der in S gezogenen Kreis- 
iangente in X' getroffen, so trennen X und X' die Punkte P und Q 
harmonisch, sind also ein Pnnktpaar der hyperbolischen Involution, 
deren Doppelpunkte P und (^f sind. Wandert daher X' auf 7*Q, so 
durchläuft X ein»' Punktreihe, die /.ii der von X' erzeugte)! Ii* lii ■ pni- 
jektiv ist. Die [N^lare von X' in Bezug auf k geht durch <b und dun 
l*ol G von PQi sie dreht 
sich also um G, wenn X' 
die Oerade PQ dureUinft^ 
und der yon ihr beaehriebene 
Bflachel iat zn der yon X* 
herroigerufenen Panktreihe 
projekÜT. Daher sind auch 
die Ton der IN>lare GS und 
dem Strahl ("X erzeugten 
Bfischel projektiv; der Punkt 
i» liegt also auf einem Ke- 
gelschnitt Ii, der durch die 
Büsi'hehuittelpuukte ^'und G 
läuft und eiue Hyperbel sein 
mnA, da die beiden Büschel 
un^eichlaiifend aind. Man 
erkennt aoforl, daft dieae 
Eonre die Fnfiponkte A und B der von O tnlCQ nnd CP gdlllten Lote 
entfallt, nnd dafi aie die dnrdi 0 bafiaide Hitteltransrersale CI dea 
Dreieeka CPQ berührt. Da im Dreieck ABC die Gerade PQ anti- 
parallel zu AB ist, so ist CI die GegentransverBale zur Mitteltrans- 
versale CF. Der Reflexionspimkt S ist mithin einer der Schnittpunkte 
dos Kreisofi /.• mit einer dem Dreieck A BC umgeschriebenen Hyperbel 
die durcli den Endpunkt G des durch C gezogenen Umkreisdurcbmessers 
geht und die durch C laufende Symmediane berührt. 

Ordnet man nun jed» in i'unkte der Ebene seinen Winkelgegen- 
punkt in Bezug auf das Dreieck ABC zu, entspricht l/ekanntlich 
in dieaer iaogoualan Vwwandtaohaft jeder Geradan «n dem Dveiedc 
umgeaehrieben^ K^ebehnitt nnd umgekehrt Ea fragt sich, welche 
Gerade g der Hypearbe) h entaprichi Die Geg^ntranarersale der Tan- 
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gente CI muß AB in einem auf g gdegenon Punkte treffian; g lauft 
daher dnrcli die Hitto F Ton AB. Da die Winkel CBG und CAG 
Rechte aind, ao ist der Winkelgegenpunkt TOtt Q der unendlich ferne 
Ponld^ in dem sich die beiden aaf AB in. B und A errichteten Senk- 
rechten schneiden; die Qerade g int mithin der auf AB senkrechte 
Umkreisdiirchmesser. Diesem Durchmesser entspricht aber, wie man 
leicht erkennt, eine gleichseitige Hyperbel h, deren Mittelpunkt F ist 
und deren Asymptoten den Halbierungslinien des Winkels AGB und 
seines Nebenwinkels parallel sind. Diese Hyper))el ist von Herrn 
E. Lemoine mit Fg bezeichnet worden. Sie tritt bei der im ersten 
Baude dieseü Aichivs gestellten Aufgabe 20 alä ein Teil des geo- 
metrischen Ortes fQr solche Punkte P auf, fOr die, £üls PP. mid 
PP» die TOB P auf die Seiten BC und AC des Dreiecks ABC ge- 
fällten Lote sind, die Proportion besteht: PAiPB^ PP» : PP«. 

Um also Alhasens An%abe au lösen, konstmiert man deoi Pol G 
Ton PQ in Bezug auf den Kreis k, fallt Ton G auf CP und CQ die 
Lote GB und GAj halbiert AB in F und zieht durch F die Paial* 
lelen zn deu Halbierungslinien des Winkels ACB und seines Neben- 
winkels. Diese Qeraden sind die Asymptoten einer gleichseitigen 
Hyperbel, deren Schnittpunkte mit k die gesnchten Beflexionspunkte änd. 

Breslau, Januar 1908. 



Ober den Verlauf der zahientlieoretischeii Funktion (p{x). 

Von Edmund Lakdau in Beflin. 

Es ist bekannt, in wie glänzender nnd erfolgreicher Weise OanB, 
Dirichlet und ihre Nachfolger zur ljnter*^'i(iinn?_r ein^'r unregelmäßig 
verlantenden nnd durch kein einfaehes üesetz gegebenen zahien- 
theoretiscbeu Funktion i>(n) die Betraclitung der sogeuamiten mittleren 
Werte ersonmu habeuj in fast allen klassischeu Beispielen ist es nun- 
mehr gelungen, jene mittleren Werte mit den elementaren analytischen 
Funktionen, wie Potena und Logarithmus, in Verbindung zu bringen, 
wekhe die Gröfienordnung des Unendlichwerdens der snmmatorisohen 
Funktion < 



darsteUen; in Tiden lUlen konnte man noch weiter gehen und a. B. 
die Existena des Grenswertes des Quotienten d«r summatorischcoi 
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Funktiom dnroli jmu «bmniitwrft Fonktion fOx nnencUicli wacheeadfe obere 
Seimnatioiisgrenze x daiiun. Gar numclieB dieser Resultate wurde 
erst nach vielen Bemühungen durch Heranziehmig schwieriger Probleme 
aus der Theorie der P^unktionen komplexen Argumentes erzielt, auf 
einem durch Riemann betretenen, jedoch erst durch Herrn Hadamnrd 
auf einem sicheren Fundament beg^iind<»teu We^c. Aber man hat 
sich bisher wenig mit der Fraj^e besciiattigt, ol) sirh für die Seliwan- 
kungf'U der bekannten zaliientbeoretisclien i^'unktionen seti)8t (nicht für 
ihre hummen, in denen sich ja die Unregelmäßigkeiten eben ausgleichen) 
asymptotische Ahschatsungeu angeben lassen, in Gestalt von oberen 
und ontsrai ünbertanmilMijig^wmwB ftr den Quotienten d«r Funktion 
dnreh passend genrSUte elemeutaafe FonktionsiL leb will im folgenden 
den Problemen dieser Art für die Ealersehe Funktion ^(x) nSker 
treten, welehe die Aniabl der su x teileriremden gaasen Zahlen ^ x 
angibi Die Frage nach dem Veilanfe gerade dieser Funktion ist in 
neuerer Zeit mitunter gestellt, aber nicht streng untersucht worden; 
Terschiedene ohne Beweis von anderer Seite ausgesprochene Behauptungen 
und Vermntungen st^^lien sogar mit den Ergebnissen des Folgenden 

nicht in TThpr ftingtimmntig . 

1* Da fttr Pnmaahlwerte von x 

y w ^ x—t ^ ^ 1 

üm aup ~- — 1, 

und die Problem Stellung bat sich vielmehr der Aufstellung einer unteren 
Schranke zuzuwenden. Dati q> (x) trotz seiner Schwankungen mit x ins ' 
Unendliche wächst, ist bekannt, d. h. nach Annahme einer Zahl g ist 
eine Zahl i so bestuumbar, daß für alle 

isi Andererseits hat man auch schon eine spezielle Folge von unendlich 

Tislen Zahlen x^ x^t " > • ■ - beaonde» beaebiet^ ffir welche - 

monoton zu Null abnimmt, nämlich die Produkte konsekutiver Prim- 
zahlen Ton 2 an 

— 2 • 8 • 6 • 7 — 210, asji-"2*8»6*'* pai • • * , 



ist, so ist offenbar 
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ftr welche 



9 i^m) _ 

iaif was nach Euler für n = <x> zu Noll abnimmt. 

Tm folgenden werde ich zuiiikhst unter Anwendang der klasaüchen 
Resultate über die Vert^ong der Primzahlen uutenadh«!], mit weleher 

Geschwindigkeit für diese Zahlenlolge au Null abnimmt; dann 

werde udi feataAeUen, dafi in einem nadihor xa priksisierendoi Sinne 
für keine andere Zahlenfolge q>{x) langsamer ins Unendliche wächst; 
beides snsanuneii wird au dem ScUnfimeoItat fOhien, daß 

ist, wo C die Eulersche Konstante beaeichnet Hierin liegen awei 
Behauptungen: 

I. Nach Annahme einer befiebig kl«nen positiTcn GrSfse d und 
einer beliebig großen Zahl oS gibt es ein ^r > of, eo daß 

isi 

II. Narli Anuahine eiucr beliebig kleinen positivon Grölse Ö gibt 
es ein |, so daß für alle u; ^ § 

ist 

8. In 

n 

(1) X-PtPi -Pm^ri Pf. 

will ich zunächst p« »- y als Funktion von x untorsuchen, um dann auf 

^c-)-^J7(^-i:)-17(i-i)-^n(i-;) 

den Ifertensschen*) Satz 



anwenden zu kSnnen. 



V' pf logy 



1) „Ein Beitrag zur aTmlyti«rhr>n Zahlenibeorie**, Jonmal für die reine and 
aogewantlte Mathematik, IS, .'.s, is7i 

2) rp iy) bedeutet, daß lim "^-^ existiert uud gleich 1 ist. 
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Aus (1) folgt , 

log X y'logiip ^^logJP- 

Nach Töchebyschef ') ist für alle y oberhalb eines gewiätieii Wertes 

(3) iy<^logj»<2|f,«) 
also 

jj(<loga;<2y, 
— log2 + logy < log logx < log2 + logy, 

da]i«r i'it, wenn x die Folge o^, < * • • • dnieUftuft, 

loglogx _ 
log y ~ log log X. 

Dies <^iht in Verbmdiiiig mit (2), wenn o; die Folge jener Zahlen 
durchläuft, ^ e-<^x 

Insbesondere ist also tiach AiinahniP einer positiven Zahl 6 für 
alle n von einem gewissen an für die Folge von unendlich vielen 

(4) ^^^)<(i + ,)e-Cj^.?^_. 

Nach Annahme zweier poeittven Grölten d und gibt es aleo ein Ji;> ci^i 
ao daB (4) erftllt ist» d. k e« iet 

(5) t^^y(*)logtog«^^--c. 

1) „M(5moire sur lea nombrc« premiers", Journal de math^matiquos pures et 
appUqu^es, (1) 17, 379, 1852; Werke, 1, 61, ISM- 

S) Geaaneie Schranken bcauche ich im folgenden aidit; die Tataaehe, daft 

- lug ^ für 1/ =^ oo einen Ihn eup < 00 und eben lim inf > 0 bat, genügt fcür 

flf'n ZwncV der vorlio^mden Arbeit. Überhaupt mache ich in dieser von keinem 
Sat/.t' der modernen, auf die Theorie di»r Riemannscbcn f-Funktioii j,'C;,'r\1ndetcn 
rriiit/.aliltheoriü Gebrauch, sondern nur von den elementar beweisbaren Tscbeby- 
ichef-lferteneedien Sfticen (3) and (S). 
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3. Aodererseits behaupte ich, dafi nach Annahm« eiiMr beliebig 
Ueinen positiTen Größe d fQr alle gnnzon Zahlen x Ton euMm ge^ 
wiaeen Werte | an (nickt nur f&r die Zahieii der Foim p^p^ • • 'p«) 

(6) ^(,)>(l_,)e-c_^^^^ 
iat £a aei die Zerlegung von x in Prinutahlpotousen 

leb ledege das Pirodnkk 

wu p alle Priiiilaktoren von x durchläuft, in zwei durch logx ge- 
schiedene Teile: 

w 77 (1-;) n (i-^)-n.-ji.-) 

rar J7, («gibt nch, w«m n« dk, «»d> 4i« liUsht i. « «if- 
gehenden Primsahl«! bis log in das PhMtukt aufiüminf^ a fortiori 

also von einem beeiinunten Werte an 

(8) JJt^TTl log logx* 

s 

Für J~J^ ergibt rieh» indem jeder Faktor durch 1 — j^g^ 

setzt wird, a iortiori: 



wo < die Anxabl der swieehen logx nnd x gel^;enen Frimfaktorai 

von X bezeichnet. Die Anzahl 8 ist fttr ar>3 Meiner ab ^^^fl^ 



log log« ' 

da das Produkt von Ti^i^b'] ^^^^^ ^^8^ gel^^enen Zahlen 
>(logaf)''**"'*"*J>(log«)'^'««« ' -eWi««* -«tot«-« 



1) r^nicr ff^ heryr. JJ^ ist 1 su venteheu, fallfl x kajnen Friinfirictov 

^logx bo7.w. >loffx enthält. 

2) Für y > 1 ist [2yJ > i5y — 1 > y, und für jc > 3 Ut tatB&chlich 
Jog«_ 

log log* 
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isi DiM eigibt 

■Iw fllr 8 (d. k < wegen 

log(l-fi)>-»i* (•<i.<l) 

Die rechte Seite nähert sich für ^ oc der Grame 1; von einer nach 
Annahme von d beetimmbaren Stelle an iati aleo 

Au8 (7), (8) und (9) folgt, dab so bestimmbar ist, dafi 

Uhr aDe ^ | 

^ " FJi Llt ri iio» loRx ~ 2) =^ 0 ~ 'b^To^ 

S 

ist, wie in (ti) behauptet wurde. Dies bedeutet 
(10) Ihnini^^MlSljSE^^e-'^. 



»SB 



Aus (5) und {^10) folgt schließlich, daft 

loglog «8 

ia1> was sn bsweiaen war. 

Berlin, den 4, Oktober 1902. 
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Ober die Maximalordniuig der PemmtatioEen gegebenen 

Gradee. 

Von Edmund Laitdad in Berlin. 

Die Ordiiuii;; (Laer ['eriuutatinn wt<*n Grades, d. h. der Exponent 
der niedrigsten Potenz einer i truiututioii von n Elementen, welche 
gleich der identischen Permutation ist, ergibt sich hekannttich auf 
folgendem Wege sub der Zerlegung in CyUen ohne gemeinBaine Ele- 
metiie. Da die Ordnung dner «^küschesi Pennutation ^«ch der An- 
zahl der memente dea Cyklna iei, iei die Ordnung einer beliehigen 
Pwmutation gleich dem kleinaten gemeinsamen Yielfaehen der Glieder- 
zahlen der Oyklen. Fragt man also na<^ dei^enigen Permatation (oder 
denjenigen Permatationcn) von n Elementen, deren Orduimg m^ichat 
groß ist, anders ausgedrückt, nach der Maximalordnung der cyklischen 
Untergnippen der symmetrischen Gmppe von n ElempntpTi, so hat man 
zu untersuchen, weiches bei allen Zerlegungen der Zahl » in positiTe 
Summanden 

(1) M = Ol + o, H 1- 

der größte Wext des klemsten gemeinflamen VielfiMshen der Snmiaan' 
den ist 

1. Das Haximnm des Ueineten gemeinsamen Viel&dien Ton 

«j, Oj, • • a,. bei allen möglichen Zerlegungen von n in r = 1, 2, • • •, » 
positive Sammanden werde mit f{n) heaeiduiet. Für die klemsten 
Werte Tom n findet man 

f(i)'h m -Ä, m) -3, f{4) -4, 

/•(5) = 6, m =6, fil) -12, /-(S) -16, 

/X9) = 20, /'(10) = 30, /"(li;i==3U, /•(12) = 60 u. s. f. 

Die «iteprechenden Zerlegnngen sind 

1.1, 2^2, 3-3, 4-4, 5-2 + 3, 
6-1 + 2 + 3 oder 6-6, 7-3 + 4, 8 = 3 + 5, 9-4 + 5, 

10 = 2 + 3 + 5, ll = l + 2-r3 + 5 oder 11-5 + 6, 
12-3 + 4 + 5 n. B. f. 

Hier sieht man schon, daB dem Maximnm /*(») nicht notwendig 
eine einxige Zerlegung entspricht, ünter den möglieherweiee Tor* 
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Ikandenen yersduedeneiL Darst< ]! mgen von n als Summo von Zfthleiii, 
deren kleinstes gemeummes Vielfaches /*(») ist, laßt »ich aber auf 
folgendem Wege eine kanonische Darstellung hervorheben. Ist für (1) 
das Maximum f(n) erreicht und ist einer der Summanden a in zwei 
tailerfireuide Faktoren bj e zerlegbar: 

a^bCf b>if c > 1, 

so bleibt das Ueinste gemeinsame YieUhehe aller Summanden nn- 
gdbiderl^ indem man an Stelle tob a schreibt 

wo die Anzahl bc — {b + c) der Emsen wegen 

jc-(6 + c)-(6-l)(c-l)-l>l.l~l=-0 

stets > 0 ist. f (n) ist also aueh bei cSner passend gewSUtan Dar* 
steUimg von n als Summe von Einsoti nnd PrimsalilpotenMOi en«iidibar, 
wobei Primsablen sn den Primzahlpotemcen gereehnet weiden; von den 
Potensen jedw Primzahl branchi nur «n», die größte vorkomm^d^ 
beibehalten zu werden, w&hrend die anderen ohne Vem imlerung des 
kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Summanden durch lauter Einsen 
ersetzbar sind. (Daß irgendwelche nachträgliche Zusanmienfassung der 
Einsen zu größeren Zahlen kein« Vermehnmg des kleinsten gemein- 
samen Vielfachen Ijewirken kann, ist selbstverständlich, da ja von 
einer den Maximalwert f{n) liefernden Zerlegung (1) aasgegai^en wird). 
f(n) ist daher auch bei einer Darstellung 

(2) ^p'^l + l^...^! 

erreichbar, wo jede l'riiuzahi p höchstens als liasis einer Potenz vor- 
kommt und die Anzahl der Einsen > 0 istj es ist alsdann 

(3) fin) ^ fl^. 

Diese Zerlegung (2) von n ist nun (natürlich abgesehen von der Weilieu- 
fulge der Summanden! eindentig, da ja in (3) das System der Prim- 
zahlpotenzen eindeutig duich /\n) bestimmt ist. 

Das Problem ist also anf folgende Form gebracht: Es soll das 

Maxiiiiuni /'(// ) der Funktion p" berechnet werden, wo die j;" ein 

System von teüertremden Primzahlpotenzen bilden, deren Summe ist: 




J^P^ — Maximum — / (»). 
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Bei der unregelmäßigen Verteilung der Prlmzalilen kann nicht 
verlangt werden, mit Hilfe der l)ekannten Funktionen explirite die 
Funktion f{n) durch n auszudrücken; vielmehr soll im fnlg( luien unter- 
sucht werden, in welcher \N eise die Funktion fiu), welche offenbar 
mit M monoton wächst, für n = oo unendlich wird. Es wird, 

geaetist, gelingen, den Kachweis zu fUnen, daß jr(») genau Ton der 
Grdfieiiordniing Ynlogn unendlich wird, und daft der Grenzwert 

lim 

n^<B y n log n 

testiert und gleich 1 ist 

Eine Überlegung heuristischer Art soll der niu ht« L lulen strengen 
Beweisanordnung den Weg weisen. Wenn die Zahl n ui v positive Teile 
ohne Rücksicht auf deren Gauiiuahligkeit geteilt wird, so ist bekannt- 
lich das Produkt der v Teile ein Maximum, wenn die Teile einander 

gleich, also siimtlich =» ^ sind; das Maximum ist ^" j . Wenn nun 

die Anzahl v der Teile nicht vorgeschrieb«! iafc and man überhaupt 
durch Einteilung von n in Summanden ein Maxinudprodukt der 

Summanden endchen will, so ist, wie die Diaknnion ron ^" J als 

Funktion yoix v lehrt, v => - zu wählen, und das Maximum ist r ' 

(Vergl. Steiner, „Über das größte Produkt d«r Teile oder Summanden 
jeder Zahl", Journal für die reine und angewandte Mathematik 40, 
im, a 208} Werke, Bd. 2, im, S. 42'6), Weü e nnd (fOr gansr 

aahlige fi) - nicht gans aind, laßt nch diea Ihzimam bei Zerlegung 

einer ganxen Zahl n in gamnahlige Summanden nianala erreichen; 
jedenfnlls sind alle Teile tnnlidiat nahe an e aMmmtkhm^^ alao in der 
NShe emee Ton der Größe der Zahl n unabhängigen Wertes. In der 
vorliegenden Au%abe sollen nun obendr^ die Summandm teiler- 
ficemde Primzahlpotenaen oder 1 aein; mau kann also, um ein mÖglichat 
groflee Produkt in enielen, zwht mit 2 + 3 an£uigen, muß sich aber 
dann immer mehr von dem idealen AVerte e entfernen. Es ist aber 
nach dem Vorangegangenen zu vermuten, daß man das größte Produkt 
etwa dadurch erzielt, daß man möglichst kleine Primzahlen nimmt, 
mit anderen Worten, indem man für n die Zerl^ung 

(4) « + l + + l 
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"vnihli, wo p alle Pxunxalilai ^ x durchläuft mid x die größte Prirn* 
nbl ist für welche vi ^ 

PS* 

ist; die Anzahl der Einsen in (4) ist dementsprechend n P- 

8. In welchem Sinne diese Yemratoi^p f&r große n asymptotisch 
richtig isl^ wird sich am Schlosse ergehen; nm doi Zusammenhang nicht 
miierlweohen sn mOssm, mögen swei Hilftffgtfift Toraageschicki werden: 

T* 

I. Die Summe aUer I^imsahlen bis m einer Grenie « ist ^ ^^-^ , 
d. h. asymptotisch gleich ^ ; darunter ist m Terstehen. <Lß der 

Qootient jener Summe dnrch ^logx Ar « — oo der Qrenae 1 i^wt. 

II. Wenn y eine ganze Zahl bezeichnet, so ist die yte Priuizahl- 
potffinz (wobei Primzahlen mit ma den PrinuaUpotenzen gerechnet 
werden) ~ y log y. 

Bewa»: I. Es sei d eine bdiehig Ueine positiTe Größe; ans dem 
bekannten ^^rimaahleatze^, daß die Mmge der Prinuahlen bis x 

ip) *(^) kfi 

ist, folgt, daß eine Zahl ciT so bestimmbar ist, daß für alle y ^ 

8 log » 

ist Durch Summntion folgt daraus fBr alle x'^cS 



< 



2'««-2'ii^i-|2(»w-r4.: 



Nun ist, da «(v) — «(y — 1) fElr Primzahlwerte von v gleich 1, 
für zusammengesetzte v gleich 0 isl^ 

(6) = -^^i^) + + 
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Hierin -ist 

Die ersten zwei Glieder der rechten Seite bleiben für x ^ oo endlich; 
ihre Summe ist also fQr allp x von finom gowissen Wort^- .r = | (d) 
an deu^absolateu Betrage nach kleiner als die mit x unendlich wachsende 

8 



Funktion j^*!^-; för jc^4 wird also nach (7) 

T 



T 



1 



d. h. es ist 

m X X 

WO 0 eine Funktion von x bezeichnet^ deren Quotient durch 

g(x) tat X'^co endlich bleibt Wegen 

I X 

J 'udu X* 2* j /'vdu 

log» siög« ~~ a logs V ^B*'« 

t 8 

~ 8 i^x + ^ (.1) + f J T^g. ^ + ij i^.^ 
aioga; ^"^^'J^ iog»8 ^ v_ \^yx 

9 log« UÖg' «/ ^ * log« 
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ist also 

(8) i'^w-t^b- 

Femer ist nach (ö) 

(9) - 
Verbindet mui (8) und (9) mit (6), so ergibt iicb die Behauptoiig 

^1 T* , X* X* 

^ p <x> — ^ -J- ^ - -= • 

In dieser asymptotischen Gleiebmig bzaaebt x nioht gammahlig zu sein. 

IL Die Anzahl derjenigen Zahlen welche zweite oder bKheie 
Potenzen von Primzahlen sind, ist höchstens gleich der Summe der 
Anzablen aller Ton 1 verschiedenea Quadrate, Kuben, " * ^ ü?; da nun 

für «> 1 bis genau [y^] 1 Ton 1 venwliiedeDe ibte Potenzen 
li^^ so ist; wenn P(.r) die Anzahl aller Primaahlpotenaai (ind. der 
ersten Potausen) beaeicbnet^ 

(^10) O^P(a;)-^(x)^[]/xJ-l+ + + [y^J-i, 

wo die Summe nnr bis 

m »[21og2;] 
erstreckt zu werden braucht, da fiir A;^21oga; 

[fS]-l-0 

ist. ^10) ergibt 

0 ^ P(a;) - «(«) < ml/a; ^ 2 log», 

also nach (5) 

V{x) = :t{x) -h 0 (J/^ lug X) ~ j^^- . 

Gesetzt mm, die yte Primzahlpotenz wäre nicht asymptotisch 
gleioh ylogy, so gäbe es mtweder eine solche Gr86e (i>0, daB ober- 
halb jedes ein y existiert, üb: welches die ^te Primzahlpotens 
> (1 + (l)jf logy ist, oder es g^be eine Or9Be <2>0y so daß obei^ 
halb jedes f& ein y existiert, für welehes die yte Primzahlpotenz 

AfdUv 4«r If «tiMnwtIk und l^ilk. TSX. Salbt. Y. 7 
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<(1 ^d)plogy isfc (oder beides wäre der Fall). Also irifare f&r be- 
liebig große passend gewühlte y 

(11) P((H-^yiogy)<y, 

(12) i'((l-^)ylogy)^y. 
Beides ist aber uiun^lich; denn es ist 

und ebenso 

. -P((i-<0yHy)~(i-'0i'5 

die Anzahl der Primaahlpoteoseai bis (1 + <i)yIogy besw. (1 — <l)y log t/ 
ist also für alle y von einem gewissen Werte y — 1}(<2) an 

besw. 



<i^(i-'^)»-(i-;)»<y. 



im Gegensatz zu (11) imd {12). Also nähert sich talHäciilich ilor 
Quotiunt der ytm. Prinizahlpotenz durch ylogy für y=^ oü der Grenze 1, 
was SQ beweisen war.^) 

B, lu der Zerlegung [4) iöt r eine eindeutig bestimmte Funktion 
vou n. Ich behaupte, daß nach Aniiiilirae einer beliebig kleinen posi- 
tiTcn Qröße d für alle w Ton einem gewissen n ^ p (d) an 

«>(i- ^) yin^ 

ist 

1) Ebenso Uew^ist man, daft die yte Priiiuablj»^ sayn^totiMli gleich ylogy 

ist. Hienu liegt, wegen 

(y+i)'og(y + i) , 

der bekannte Satt, daB nriichen « und (1 -f ^ « üHr jedes 9 too einem gewiasea 
« » {(4) an Frimnblen liegen, ala S^teiiaUUl entbalten. 
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Die Summe aller Primsahlen bie ^1 jjynlogn ist nSmlieh nach 
dem Filfiwmk I 

(1 — t.\ « log 1» , . 

— / — -»\ 1 1 r ( i — a ) 

»(log(i-2) + |loff» + |loglogn) ^ 

wenn q die kleinste (Ton einem gewiesMi n an telaadilich TorluHidene) 
IVinusalil zwisdien ^1 — * j ]/m log n (exd.) and l/iHög u \^ind.) be- 
zeichnet, 80 ist wegen 

und 

yttiog« 

die Summe 

bIbo ist für alle hinreichend großen n 
ab größte PrimsaU, für welche 



ist, ist also für alle n von einem gewissen n « v (d) an ^ g, also 

> ^1 — f ^ ]/n log n, wie behauptet wurde. 

Aus 

folgt nun, daß cIhh kl« instv i^'^nitnusame Yielfaclie (oder, was hier das- 
selbe ist, das Produkt) der Öuiumanden in (4) 



7* 
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ist. Der LügnritlniuiH der Maxinialfunktiuii / («) ist also von einem 
gewissen n au größer als ^ ^ogp. Da bekauiÜich 

^ log 1? ~ y 

ist und folglich für alle y oberhalb einer gewissen Stelle y ii{ö) 



9<9 



1— ^ 



SO ergibt sich für alle hinreichend großen « ^«^v, ^1 — ^^|^fi log ii>v^ 



9{n) > - I) V^log» « (1 - a) l/«logw ; 

anders ausgedrückt: es ist 

(13) liminf ^^"^ ^1. 

»==.« V«logti 

4» £s ließe nch leicht ebeuo seigen, daß für die spesielle Art (4) 

der Zerlegung toh n in Smnnianden dar Qaotient sieh wirldicli 

y »( lo^ u 

der Gr(^n7:f> 1 nähert, d. h. daß bei Aimahme von Ö für alle hinreichend 
großen n auch 



log 2) < (1 + d) ]/w log n 



ist; das würde aber für die Muxiinalfuiiktion /"(«) bezw. gyn) nichts 
bedeuten, da ja eiue spexielle Zerlegung von w für / (w) und gin) 
immer uur eiue untere, keine obere Schranke liefern kaiui. 
Das Ziel dieser Untersuchung ist der Nachweis, daß 

(14) lin. = 1 

ist Nachdem (13) sehon bewiesen ist, ist dazu nor nötig, nach- 
zuweisen, daß 

(16) limsup^^l^^l 

ist. Dies ist der schwierig(>re Teil des Beweises; denn es maß ge- 
zeigt werden; Für jede Art der Zerl^ping 

(16) «- 2i»« + l + H-..H-l 
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der positiTen ganzen Zahlen n = 2, 3, • • • in teilerfremde Primzahl- 
potemen and Einaeii »t naoh AniHÜiiiw toxi d «m v{d) so ht/^mnhtetf 
dftft für alle n^v 

(17) log fj j>» =^ iogp- < (1 + rf) Vn log n 

ist. Es braucht die betrachtete Art (16) dtr Zerlegung der Zahl n 
nicht ftlr alle n durch eine einfache nud einheitliche R«gel bestimmt 
zu sein, wie dies bei (4) der I'ull war, vielmehr darf nur die AniiHlime 

<rpiT!a( ht werden, daß jeder gan/^en Zahl » = 1, 2, 3, • • eine bestimmte 
Zerlegung (lö) zugeordnet ist. für die Kette der Gleichungen (IH) 
(» — 1, 2, 3, • • •) ist dfis Bestehen der Ungleichung (17) nachzuweisen. 
Ich teile ftir jedes u die m (10) vorkommenden Prinr/.aiiipoten/.en 

p" in zwei Klassen; unter ihnen seien ^ Yn lo^x; n; die übrigen, in 

der Anzahl s,, seien > Vnlog« (und natürlich ^n). Die Gesamtzahl 
^ -f- 5; der von 1 verj^ciiiedenen Summanden in (H)) iieiBe s. .s,, .v, 
nnd s sind fiii- ein bestimmtes Gleichungssystem (16) Funktionen von w, 
die sich onregelmäfiig mit n verändern können. 
Die VonraseetBiuig ist 

d. iL, wenn (p = 1, 2, • •, s,) bezw. (p = 1, 2, • • ä,) die in (16) 

Torkonunenden Piimsahlpotenaen ^ ]/»»logM beew. >)/jilog» be^ 
seichnen, ^ ^ 

.,=1 e«i 
Zu uniennchen ist der Wert von 

(18) log 27 ^ " ^^«^ = ^ ^» + ^ ^«8 *r 



£e ist 



also 



e=i (.=1 

Ä log» » 

^ log log t» - 6, log II ^ ]/» ; 



1) Für «I — u bezw. jr, — ^ U ist uoter der betreffenden Summe »ut der linken 
Seite Kuli m «entehen. 
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102 EoMuiiD Laxoau: 

noch Aunahme toh d ist daher fOr alle H ron em«in gewinsB an 

(19) 2'^*»8^<|V^il5g^i', 

«-» 

Di« Snmme auf der rechten Seite vcm (18) ist 
«i «1 

(20) ^losk^^^\og{ynlogn)^s,\og(yn\ogn)£s\og{yn\ogu). 

Ich behaupte, daß von eineiu gewissen n au die Aui&alil der von 1 
▼erschiedenen Sunmiaden in (IG) der üngleichtmg 

genügt Dam ist anereiohend, uachxoweisMt, daß die Summe ?on 

^^l + 1^»* 1 verschiedenen Primzahlpotenzen fftr alle hin- 

reichend (.noBon ti die Zahl n übersteigt^ und dies bnucht nur für die 
[(^ + ^) ^ kleinsten Primzahlpotenzen gezeigt zu werden. Die 

L \ / I log H J 

l^^l + 0 " Jte Primzahlpotenz ist naeh HilfssatE U 

also Ton einem passend gewShlten n an gr5Ber als ^1 + Ynlogn, 

Die Summe der Primzahlpotenzen bis ^1 -j- ^ )/nlog» ist aber 

mindest«» gleich der Snmme der Primzahlen bis ^1 + |j Ynlogn 
und diese ist naeh Hilftsatz I 

also Ton einem gewissmi n an größer als «i. Die Summe von 
+ ^p^j beliebigen verschiedenen Primzahlpoteuzen wUrde also 
a fortiori für aUe hinreitdiend großen n den Wert n Übersteigen. 
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(21) ist also bewieBea, und daraus folgt in Yerbindiuig tait (20) 
^ log J) ^(^logn+loglogn)- (l + J) Vn^i 

▼on dxier gewissen Stdle an ist folglidi 

(22) ^iog*,<(n-|)y*n^. 

(19) nnd (22) «zgeban durch Addition mit Bücksieht auf (18): 



log [Jp^ ^ 2 logp« ^ iog + ^ log«^ < (l + *) V» log« , 

wie in (17) angekündigt wurde. Daraus folgt (15) und hiszans (14). 

NatOrlidi braucht nicht für jedes n die Zerlegung (4) das Maxiiinim. 
(It s kleinsteu gemeinsamen Vieliachen der Summanden wirklich zu liefern} 
dies zeigt schon der Fall n = 3 oder die Erwägung, daß, wenn mehr 
Einsen vorbamkn sind, als der Abstand der [rrnßten iti (4^ vorkommondcti 
Primzahl p zur nächstfolgenden q betrügt, man das Produkt noch ver- 
größern kann, indem man p durch 7 ersetzt. 

Nach dem im vorstehenden bewiesenen Satz liefert die Zerlegung 
(4) in möglichst kleine Primzahlen iu dem Sinne asymptotisch das 
Maximum, also die größte Ordnung aller ans n Elementen gebildeten 
Permutationen, daA fllr jede andere Zerlegungsreihe 

W = aj + '^J + • • • + («^i,t,j,. ■ •> 

mit dem Ueinaten gemeinsamen Vielfisehen F{n) 

ist, wo N das Produkt der Summanden p von (4) beaeiehnet; die 
Ordnung N einer der kanonisehen Zerlegung (4) entsprechenden Per- 
mutation steht also sur Hazimalordnung f(n) Jf in der Besiehung, daft 

ist 

Berlin, den 4. Oktober 1902. 
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Ebi Übertra^gsprinzip des Hemi' E. Study. 

Von £. Müller in Wien.') 

Itj der vor etwa Jahresfrist erschienoiipn ersten Lieferung von 
E. Stud^Tö ^^Geometrie iler Dymmm" wml (§23) ein Übertragimgs- 
prinzip bewiesen, das gestattet, von Sätzen Aber Strahlen im Bündel 
auf die Giltigkeit von SStsen Aber Strahlen im Baume m Kshlieflen, 
und daher die allgemeine Beaehtnug der Geometer Terdieni Hr. Stndy 
gelangt an diesem Übertragangaprinaip, indem er ala Koordinaten 
einer Oeiaden sogenannte duale Zalüm (höhere komplexe Zablan) rei^ 
wendet; jeder Strahl wird durch dio Verhältnisse dreier solcher ZaUen 
ebenso bestimmt wie ein Strahl im Bflndel dnroh seine homogenen 
rechtwinkligen Koordinaten. Da nnn mit diesen dualen Zahlen im 
allgemeine« ebenso gerechnet werden darf wie mit den gewf^hnlichen 
komplexf'n oder den reellen Zahlen, so übersieht man, daB jedem Satze 
über Strahlen im Bündel, wenn mau ihn in analytischer Form darstellt, 
sich ein Satz über Strahlen im Räume zuordnet, sobald man die auf- 
tretenden Strahlenkoordmaten als duale Zahlen betrachtet. 

Es scheint mir nun mit an den Angaben dieser Zeitschrift zu 
gehören, dergleichen allgemeine Prinzipien weiteren mathematiscfaen 
EreiBen b^annt an machen. Deshalb yersnche ich im folgenden, das 
enriUmte Übertrsgnngqpnnzip, losgdSst Ton den sonstigen Betrachtangen 
HnL Stnd ja, danol^en and vielleicht dadurch etwas ansofaanlicher an 
werden, da^ ich die dualen Zahlen als iroometrische Transformationen 
deute. Da es sich mir nur danim handelt, die Hauptgedanken hervortreten 
zu lassen, so gehe ich auf Ausnahmefälle nicht ein. Als bekannt setze ich 
die einfachsten Sätze ttber lineare Strahlenkomplexe (Gewinde) voraus.^) 

1. Die auf ein rechtwinkliges System bezogenen PlQckerschen 
Koordinaten der durch die Punkte F^{x.^, j/i, ^i), i*2(^8> Vtf ^) be- 
stimmten geraden Linie sollen wie folgt bezeichnet werden: 

(1) n^tft-Ui» vfi^-f^^* 

1) Die nachtbl^eoden Zeilen goben den ungefährea Inhalt eine« Vortrags 
wieder, den der TerfMser am IS Jnm leos «ater dem Titel „über duale LiaisD- 

koordiiiatvn'' in der mathematischen Sektion der phTrikalistib^Akonomiicheii Ge- 
aellscbai't y.\i Kuiii^sberj.' i Pr. ^eliaitf"!! hat. 

2) Wegen der darauf bezüglichen wenigen Literatur vgl. ätud^- a. a. 0. p. SSUS. 
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Zwuchea diesen seehB ZeUen beetelit die Identität 

(2) i'i + ti'v + rt^o. 

Achtet man nicht blofi auf die Verhältnisse dieser Zahlen, sondern auf 

ihre wirklichen Werte, so sind |', r}\ ^' 'hV Koordinaten der von 0 
ausgehenden mit P, gleichen und }^l('u:h<(«Tu:htetpn Strecke ()Q 
(siehe Fifjur>, femer tj, ^ die Koordinaten dtjr Flüche OPiP^Q oder 
de- (l<)|ipelten Dreieckstiäche Ol\'P.^, letztere mit Rfjcksicht auf ihren 
Umfahrungasimi und ihre Stellung im Räume betrachtet. Der Auadruck 

steUt des Yolnmen eines Prismas dar, dessen Grundfläche die Koordinaten 
I, 1}, ^ und dessen Seitenkantos die Koordinaten W ni', besitzen.^) 
Erfüllen diese sechs Zahlen 
die Gl. (T), so liegt demnach 
die Strecke |', i;', t.' in der 
Flüche I, fj, ^, und es gibt 
dann in deren Ebene eine 
einzigf zur Strecke i^', ^' 
panllele (}«rsde, in der eine 
mit I', fi\ %' gleiclis nnd 
gÜeicligeri^tete Strecke mit 
0 die Flache |, 17, { be- 
etimmi Eine Gerade, in 
der sich eine bestimmte ge- 
richtete Strecke befindet, wollen wir mit H. Grafsmann d. J. einen 
Sfal» nennen. Je sechs der Clcichnn'^ 1*1 «jjentirrende Zahlen be- 
stimmen also einen Htab. Man kann auch sagen, sie bestimit><«ii 
eine mit i\ r,'. f i^leichgerichiete Kraft, die in Besug auf U das 
Moment |, ^ besitzt. 

Deutet man |, ri, t, als Koordinaten einer Strecke, so steht diose 
zur ebenen Flache (|, ij, i) senkrecht, hat gleiche GröBe mit ihr und 
gibt durch ihre Bichtnog die poritiTe Nomalenrichtung der ebenen 
FlSehe an. 

Alle Gnaden, derm Koordinaten einer linearen homogene Gleichnng 

(3) = «1 + + c'l + a|' 4- -f - 0 

genügen, bilden einen linearen Stnihlenkomplox. dessen Aclise die durch 
die Strecke c') bcstinnnte Hiclitun«^' l)esit7t. T)er Komplex ist 

spezidl (ein StrMeiPjebiisdi}, wenn die Koeffizienten a', 6', c , a, 6, c 




1) Vgl B. Baltser: Anal. Geometrie, LeipitK 1662, §40, 9. 
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der Gleichung (2) genügen, ß = 0 ist dann die Gleichung einer Ge- 
raden in Linionkoordinaten, der Adise des Strahlengebüsches. Den 
linearen Ausdruck wolle» wir eine Kompkas^roßef a, 6', e', a, h, e 
ihre Koordinaten nennen. 

Bezeichnen iX^ und spezielle Komplexgrößeu, und läßt sich & 
in der Form 

9 » + A5 ffj 

darstellen, wo A, und Parameter bedenten, so sind die Achsen der 
Strahlen^ebflsche ^\ 0, !f?. - 0 7u*;eordnete (rorade des Gewindes 
fi* = 0, d. h. die Nullebenen der f linkte der einen Geraden gehen durch 
die andere. Zu jedem Strahle existiert ein einziger zugeordneter Strahl. 

Von heflonderen ixleichuugsformen des Strahlengebüschee sind ins- 
besondere die beiden: 

bemerkenawer^ toxi denen die ente einen dnrdi den ünpnii^ gehenden 
Stnhli die sweite einoi nnendlioh femmi StraU beeümmi Denn die 
emfee GleidinDg sagt aus, daB für alle ihr genügenden Geraden PiP* 
die ebene Figur OP^P^ die von 0 ausgehende Strecke mit den Ko- 
ordinaten p', q'y r', enthält, daß also alle diese Geraden den durch 0 
gehenden Stab q\ r' schneidt^n. Die zweite Gleichung aber sagt 
aus, daß alle ihr genügenden Strahlen zur ebenen Figur p, q, r parallel 
sind, also die unendlich ferne Gerade dieser Figur schneiden. 

Insbesondere sind | = 0, i? = 0, f = 0 die Gleichuntren der Ko- 
ordinatenachsen und I' — ' 0, t;' = 0, = 0 die Gleichungen der un- 
endlich fernen Geraden der Koordinatenebenen. 

iit dann nach einer frflheren Bemerktmg die Gleichung der sur Achse 

Ton ff = 0 senkrechten anendlich fenien Geraden. 

Lautet die Gleichung der einzigen, 51' bezüglich des Gewindes ff = 0 
zugeordneten Geraden, also der Aehsu des Gewindes, Ä=«0, 80 laßt 
sich die Komplexgröße ff in der Form 

darstiellwL Daraus folgt aber, daß die Komplexe 

ff + X«' = ft« + {v -f k)%' 

eben&Ils 91 und ^' als zugeordnete Geraden besitzen, oder daß die 
Komplexe ff + =— 0 mit ff koaxial jsind; ferner daß die Gleichang 
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jedfls mit ft — 0 koftzul«! Komplexes die Fonn St-{-lZ'~0 haben 
iniiB. Wegen der Wichtigkeit dieser TaAseehe fttr die folgenden Be- 
tnditungen Bprechen wir sie in dem Stttae was: 

U 

ft = a'l + V'n + c't + a|' + + cj' - 0 

die Gleidiung eittes lineami StraJdeiikompiexes, so siwl dir (Tlc'n hmifjm 
sämÜicliier mit ihm koaxialm Komplexe wul Iceine anderen in tier Farm 

St + X(a'i' + + c'r) - 0 

Alle mit einem linearen Strahlenkotuplex koaxialem bilden einen 
Bflsehel (eine sveigliedrige Gmppe nach. Plücker). 

8« Übt man auf die Variablen |, i}, i, 1% n\ f eine Uneave 
homogene Tranefonnation T ans, so wird jeder lineare Strahlenkoraplex 
wieder in einen solchen transformieri Sind T^y 1^, . . , andere 
solche Tnmsformationen, so kann jede durch Znsammensefacung daraus 
hervorgehende Transformation mit TT^. . .T^ bezeichnet werden. Man 
nennt sie das Produkt der einzebien Transformationen, weil dnfiir das 
assoziatiTe und, bei geeigneter Fpstsptzimg dps Rp<rrifFs der SumTne 
zweier Transformationen, auch (hvs distributiTe (im allgemeinen aber 
mclU das kommutative) Gfesetz gilt. 

Wir betrachten jetzt die besondere Transformation 

mit verschwindender Determinante. Durch rip wird jede Qerade durch 
den Ursprang (ab Adise dee Strahlengebfisches) 

in die dazu senkrechte unendlich ferne Oerade 

transformiert und jede nnendUeh ferne Oerade 

zum Verschwinden gebracht. Allgemehü wird jede KomplexgröBe ft 
(GL S) durch diese Transformation in 
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•Im jeder StrahlenkompleK in dnqenigen spezidleiL Komplex ttber^ 
geflilir^ denen Achee die vat AcÜue Ton ft lenkrechte unendlich ferne 
Gerode iei 

Bezeichnet mau diese besondere Transformation mit t nnd die 
Größe, in welche eine Komplc^KgröBe ^ infolge der Tnuufonnation e 
übergdit, mit $c oder £&, dann gdten die Gleichungen 

(4) ft« - <ft - aT + + c'r, 

(5) ttBt - »«» - 0. 

För die epezielien Komplexgrößon ^, y^, ^ l'> > t' foigt daraus 

(6) - 1?; 1?'« 0, 

Da demnach 

ftf a' • |£ + 6' • ijf + c' - ^if + « • l'f + 6 • + c • g'e 

ist, so erkennt man nnmittelbor, daß für die Operation ft« das distri- 
hntiTe Geaets 

C»i + ft,)«-fti« + «b£, 

oder allgemeiner 

(7) (fti + Ä, + • • • + ftj« = fti« + ft|« + • • • + ft«« 

gilt, nnd ferner fOr «ne reelle oder gewöhnliche komplexe Zahl m 

(8) ftmt — ftf « — I» • ftt 

ist. Die eindeutigo nud diatributive Yerknfipfüng fte wollen wir eine 
Midliplikatmi ncnnon. 

Auch die Multiplikation vnn ^' mit <'iner reellen oder koiuplfxpu 
Zahl ist äquivalent einer linearen Transt'ormatiou der Stmklcnkoonliuaien 
l> I i 1?'» S - Bezeichnen /«' und m, wie überhaupt kleine latei- 

niedhe Buehafaaben, aoldie Zahlen, so kann man ans ihnen nnd der 
Tranafonnation s eine neue Transformation m' + <wc ableitoo, die durch 
die Gleichnis 

(9) ft(m' + ni c) » $tm* + ftm» - m'ft + m • fta 

definiert nein hoU. iJio eindeutige Verknüpfung -f m*) befolgt 

gleichl'ülk (las distributive Gesetz 

(10) (Äj + «,)(»' + m«) = fti(m' + m*) + «^(f»' + m«) 

und aoll daher als Hnltiidikation hetraehtet werden. Ans GL (9) laßt 
sich sofort eine wichtige Eigmsehaft der durch Mnltiplikation mit 
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fw'-f me aus ^ herroxgeheiideii Komplexgröße enekea. Da n&nlidi 
$ts — tt' ift^ 80 ist 

St{m' + ms) - m't + m«', 

stellt abo, gleieh Null geMtefc, nach 1 einen mit ß konznlen Komplex 
dar. Wir halmi demnaok den Sats: 

JkitA MdUfiikaHm mü einer Jhtniformaßon der Form m' + me 
jjMsftI jede Eim^tleaBgrÖfie koaxiede tiber. 

Zwei Transfonuationen nennt man dann und nur dann gleich, 
wenn rie, anf ^dche Oligekle ausgeabt, gleiche BesoUate liefexn. Zwei 
Tianeformationen der Form m* + ms werden wir daher dann mid nur 
dann gleich nramen, wenn aie^ mit glmchen KomideqprSßen mnltiplisiert^ 
stete gläche Großen gebtfL Im ffinblick auf die Gleidmngen (5) nnd 
(8) gelten nach dieew FeetBetsoi^ f&r unsere Transformation « die 
Genehmigen 

(11) *»-0, 

(12) me — em. 

Femer folgt aus 

4- i»f)(n' H- ««) — {Mm' + fetme){n' -f- ni) 

» $tm'n' + Stmu'B + Sim'ne 
- »[m'«' + (mn + »»'»)*] 

die Gleichung 

(13) («' + f»£)(n' + ne) - «• V + (mti' + «»'«)« 

= («' + ne){m' + 

welche aussagt, daß die Multiplikation (Zuaammensetzung) unserer 
Transformationen nicht nur assoziativ, sondern auch JiommuUitiv ist, daß 
femer «Ins Produkt lielicbig Tieler Tranafomaationen wieder eine Trana- 
fomiatioii derselben Art liefert. 

Bezeichnet man Transformationen der i'onu m' -\- tut mit kleinen 
griechischen Buchstaben, so erkcnuL man durch eine iUinlicbe Schluß- 
weise die Gültigkeit des distrihtUiven Gesetzes 

(14) (« + j3)y-«y + /»y 

fOr die Multiplikation dieser Tnuiafoimationen. Zusanunenfasaaid kann 
man sagen: 

FSr die AdäUkm und Mtd^ßikation wn TranrformaHonen der 
Form m' -\ me gdten dtesdhe» formtden GeaeUe wie ßr die gewehn- 
liehen kon^dexm Ziäden, 
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Wir nennen mit Hrn. Study m' + m» eine duak ZaMt m' ihren 
skalaren, m Ih.rcv vcktüricUrn Teil. 

Eiue duale / ist dann und nur dann Noll, wenn sowohl der 
ykiiiiire iils dor sekLorielie Teil verschwindeu. Beim Kechnen mit diesen 
Zahlen ist wohl zu heiichten, daß ein Produkt auch verschwinden kann, 
ohne daß einer der Faktoren verschwindet; GL (13) z. B. zeigt, daß 
das Produkt ans zwei Paktoren schon vendiwinde^ wenn deren ikalare 
Teile Noll sind. Man darf also ane dem Vendnrinden einee IVodoktea 
nidti avf das Yerachwinden eine« der Fakttwan aehUefien. 

Die DiTiuon durch eine duale Zahl ist eindeutig, wcUxagi deren 
akalarer Teil nidit Null iat (Stndj, a. a. 0. p. 197). In demselben 
BVüle ist die Qaadratwnrael ans einer dnalen Zahl (sweidentig) heafcimmt. 

8. Mit Hilfe dieser dualen Zahlen läßt sieh jede beliebige Eomplei- 
gr5ße in denelben Form darstellen, wie die den Strahlen dorch O 
entapreehenden tpeaeUen Komplexgr9fien mittels reeller oder gewöhn« 
lieher komplexer Zahlen. In der Tat erhSlt 

ft = a'l + h'v + «'r + al' + hn' 4- eV 

unter Beachtung der drei ersten 61chgn. (6) die Form 

= a'l + d'ij + + a • £fi + 6 • + c ' 

s (a' + a«)| + (ft' + hB)n + (c' + ce)t 

oder, wenn mau die drei in den Klammern flehenden dualen ZaiUeu 
bezüglich mit y bezeichnet, 

(15) = + -f yg. 

Hierin siud «| 0, /Jij = 0, = 0 die Gleichungen von Komplexen, 
deren Achsen die drei Koordinatenachsen sind, nnd Gl. (15) spricht die 
geonietrisehe Tatsache äus, daß es zu jedem litiparen iStrahlenkomplex 
Ä drei eindeutig bestmimte, mit deu K oi ramatenaxen koaxiale 
Koiiipiexe gibt, die einem durch .Vi geheudea Bündel feiner drei- 
gliedrigen Gruppe) angehören, u, ß, y solleu die (imUeu rtxiUwinkM^m 
Koordinaten des Komplexes St heißen. 

Die dualen reditwinUigai Eoordinaten aller mit 9 koaxialen 
Komplexe sind nadi obigem in der Form fta, ^ß^ darstdlbar, wo 
eine duale Zahl mit nicht Tersdiwindendem skalaren Teile beseichnei 
Das Verhältnis a'.ß'.y bestimmt daher einen Btlaehdi koaxialer Komplexe, 
mithin auch die ihnen gemeinsame Achse. Je drei duale Zahlen lassen 
sich demnach als homogene duale Koordinaten eines Strahles ansehen. 
Die Rolle der Koordinatenachsen können irgend drei Kompleace 
^11 ^tf Achsen nicht derselben £bene parallel sind, über-- 
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nahmen. Daum mch GL (16) lassm aieli diete Eompiflcmröfien in d«i 

«3 - + A'? + ni: 

darstellfln. Daraus rechne mau l, 'rj, i als Determinanienquotienten 

p}>pn30. als wenn a-, ß^, 7, reelle Zahlen wären. Da der skalare Teil 
der im Nenner stfhpnden Determinante u^ß^y,^ die Ii* tei minante 
lUi^iCa, ist, deren JUementi- die rechtwinkligeu Koordinaten der Iticht- 
streekeu der Uewinde-Achsen sind, die nicht einer Ebene parallel sein 
solleu, 80 ist dieiätir Teil von Kuli verschieden, die Division darcli 
luithin eindeutig. Setzt man diese Ausdrücke für ^, g in 
die beliebige EomplexgröBe 

ein, so erhalt man, wie beabaicht^fi, St nditlela doeler ZehlMi mu ft^, 
Stf Abgeleitet in der Form 

(16) - jvifti + + fs,ft,. 

Diese Gleichung spricht den lulgouden geometrischen Satz aus: 

,yLhirdi jeilcn ihtearen Kompk.i des Jinumes geht ein Kotnplejxn- 

hiindd, u rh fier drei (jiychvnc Büsciuil hxijcialcr Komplexe, deren Achsen 
nidU (ittsditm Ebene paralUi sind, sc/umäet, ä. h. der mü jedem Büschel 
einen Komplej: (jemein hut."^) 

Wie sich also jf^lp Strahlengrüße eines Bündels z. B. durch O 
(d. h. die linke tSeite der üleichung einen Htrahk-s im Bündel) aus drei 
Strahlengrößen, deren zugehörige Strahlen nicht lu emer Ebene liegeu, 
mittel» reeller oder gewöhnlicher komplexer Zahlen ableiten läßt, ao 
ist jede Komplexgrö&e aus ii^cnd drei KomplejLgrüiku mittelB dualer 
Zahlen »bleitbar. Daraoa folgt aehon, daß eich die ^toe Ober Lageu- 

1) Dieser Satz gilt auch fUt drei belielnge XomplexbUsefael, wenn sie nnr 

nicfat einem Komplexgc1<i»He 5, Stufe ungehf5ren, Betrachtet man die linearen 
Strahlenkomplexe als Funkte eines Gebietes Q. Ötule i^uuier linearen Manniglaltig- 
keit von 5 Dimensionen}, so aagt der Sat^ aus, daß durch jeden Punkt p diese« 
Gebietes ein Oebiefe S. Stafb geht, das dzei gegebene Gebiete 8. Stufe B^y B^^ B^y 
die nicht in einem (Gebiete 5. Stufe liegen, schneidet, was sich faat von selbst 
verBtcbt Durcl» je zwei der Gebiete /?_ und durch p sind näudicb drtü Geliiete 
ö. .Slui'e legbar, die »ich in einem Gebiete '6. t^tute schneiden; du Heibes durch 
p gebt und mit jedem der Q«lnefee Bf in «inem Gebiete 4. Stnfe liegt^ also jedes 
Bf schneidet, so ist es das TerlMigte, 
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beziehungeD Ton Strahlen im Bündel unmitielbar anf Uneare Strahlen- 
komplexe werden fibertragen lassen. Man liat nur die einfachen 

Gleichungen, welche solche Lagenbezi oh un gen im Bündel anasprodhoil, 
für die Strahlenkomploxe geometrisch zu deuten. 

4. Vor allem ist die Frage zu beantworten, welche Lage drei 
Komplexe besifaMD, awiaeluii dwen Komplexgr&fien fl, fbf $ eine 
lineare Qleichtmg 

beateht? 

Multipliziert man diese Gleudmng mit einor aolehen dualen Zahl, 

daB S in die die Adiae Yoa. Q darsteifende speaielle Kiunplaxgri^ S 
fibergeht, so erhBlt man 

d. h. die drei Komplexe «8 und ß9 büdm einen BüsoheL Die 
gemeinsame Nonnale der Aehaen Ton äK und ß9 gehört beiden Kom- 
plexen, mithin auch dem speziellen Komplexe 6 ian, schneidet daher 
die Achse des Komplexes @. Diese gemeinsame Normale gehört aber 
auch den Komplexen a% und mitbin dem Komplexe an. und 
da sie dessen Achse schneidet, muß sie sie nach einem bekannten 
Satze orthogonal sclmeiden. Die Achsen der drei Kompl^^xp werden 
demnach von einer Geradeu ortboj^oual j;esclinitteii oder l:* h iifni, nach 
einer Study sehen Ausdruck «weise , dem NornKilninctz ri»er Gerailm 
an. Von diesem Satze gilt auch die Uiiikehrung: (ielniren die Achsen 
dreier linearen Strahlenkomplexe dem Normalenueti^ einer^ Geraden 
an, so bavteht zwischen ihren Komplexgrößen % iB, (S eine Gkieliiuig 

Dieselbe Gleichung sagt, wem a and ß reelle Zahlen beieichnan nnd 
)( » 0| 0 3» 0 Gleichmigen Ton Strahlen im Bfindel sind, aus, daS die 
drei Strahlen einem Bfiachd angehSren; mithin haben wir den Sata: 

„Zufolge Unsens Vherkragmgspnninpes mfspndU 
BSsM das Nimnalemä» einer Oer ade».** 

Dem gemeinsamen Strahle zweier Büschel im Bfindel entspricht 
der gemeinsame Strahl zweier Normalennetse. 

Nachdem man die geometrische Bedeutung einer durch duale 
Zahlen Termittelten linearen Besiehnng zwischoi drei Komplexgrößen 
kenn^ ist es leicht, zu Jedem Satse fiber Lagenbeiiehnngen im Bfindel 
den analogen für Strahlen im llaume anzugeben, der also durch genau 
die gleiche Rechnung bewiesen wird, nur daß das eine Mal reelle 
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(oder gewöhnlidie komplAxe) ZaUoB^ d«g andflre Mal duale ZaUen 

»uftreten. 

Dem Desargueaschen Satze über perqiektiTe Dreikante im Bfindel 
entspricht z. B. nach diesem Übertragungsprinzip der folgende: 

üttid vier Straitlen ©, Sl, ©, © gegeben, und wählt man in den durdt 
@ und die drei übrigen Strahlen bestimmten Narmalennetzen die StraJden 

33', (S'; fhfhf fji'ltih'pn die gemeinsamen StmhJm der Nornudennef-e 
(^l«) loid Cil iö ), ißil) uHd (Ö'C), ((^E) und wieder änem 

Normcdeniutze an. 

Dem Pascal sehen Satze fUr einen in zwei StrahleabOacshel de- 
genmerten Kegel ordnet sich der folgende zu: 

In ztcei Xornifdennetzen nehme man beeiehungstceise die Strahlen- 
tripel % 58, G und "iV, 33', S' an. Beaeiehnet (?I?8' ■ 5t'S3) den jnnein- 
samm Üirvdd der h iden ^'omiuiennetxe (?l)0') umi (^ä'iö), dann (/f hören 
die Strahlen {W • Ä'5Ö), ()Ö©' • Ö'Ä), (ÜSl' • (£'tt) wieder etnem 
Normalennctae an. 

5. Das obige Übertragungsprinzip ist jodocli nicht bloß anf Lagen- 
heziehiingen sondern anch rtrif T^u-trisclie Beziehungen im Bündel an- 
wendbar. Man brauciii nur jene < tleichungen, die nietnsclie Be/iehungen 
ron Strahlen im Bündel ausdrüeken, für den Fall zu deuten^ daü die 
auftretenden Koordinak'n duuie Zahlen sind. 

FOr die metriBchen Beaehongen im Bündel durch den Koordinatat- 
nrsprung spidt mm^ wenn 

— Oji -f 4- fit, 

iwei StrahkDgrdJten d.h. fii^O, f[,«0 Gleichungen ▼OB Stffthleii 
durch 0 mnA, Tor allem der Anedmck 

Ojaj -f- 6j6g + c,<^ 

eine wichtige Rolle, den w ir kurz mit ['S?!! ' ^t-j I beiieichueu wollen. 
Si'in Verychwindeu sagt aus, daß die beiden Strahlen aufeinander a«nk- 
recht stehen. 

Fiir zwei Komplexgrüi^eu 

wo 

ot — oi + fl^e, A — + + 
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bratet nmi der enteprecheade Amdroek 

(17) lüi,4y-=«i«. + 

— («lOa 4- bibi + cid) + (»ia» + oioi + blbt + htbi 

Dieser Anedmck Tendiwmdet dann und nur dann, wenn i^eidkMitig 

(18) ai(h + + cic^ = 0 

und 

(19) at'as 4- aj«. + ^/i^a -j- 616^ + Ci'c> + Cici = 0. 

Von diesen beiden GlRirbnngcn sagt die ersto die Normalitat der 
Achsen, die zweite die iüvoiutorischo Lage der beiden Komplexe ans. 
Wegen 

verschwindet aber mit [ß^ fi',] anoh ! Ui.^i ' d. h. wenn und 

JVj involntoriseh liegen, so gilt da.sH(?lb(' für je zwei mit und it^ 
koaxiale Komplexe. Daraas folgt^ daß die Achsen von ftj und .SU 
selbst einander Hchiieiden müssen. Wtun also jiij ilj]^0 ist, so 
schneiden sich die Achsen der lieideu Komplexe orthuguual. 

Aber auch die Umkehnuig ist riolitig. Schneiden niinlieh die 
Achsen der beiden Komplexe euMmder reehtwinUigi und beseiehnet 
man die diese Adise darstellenden spesieUen KompIexgrSfien mit 9,, 
9, y so ist [1, 1 fijj = 0 mid, wegen ft, = /tjÄi, Sl, = aoeh [ft^ ] Ä^J 
= MifAif^i l^sJ 0. Damit ist der Beweis för den Sats erbracht: 

Beeei^nen ^| und Kamjdcuyrüßcn, deren tugehöriffe Komplexe 
im EndUeiien gelegene Aekeen besUaen, so ist [^^ | ^^j — 0 die Hoknndige 
und hmreitkende Bedingung dafür, daß diene ÄAsen einander msftf» 
winMig sdmeiden, 

FQr unser Übertno^ngsprinzip folgt daraus: 

Zioei rei^iwinMigen Stralden im Sändd eniipredien neei Gewinde, 
deren Adteen sidi retäMunni^ sdmeiden. 

Drei aufeinander senkreefU stehenden Strahlen tm JBMel entsprechen 
drei Gewinde, deren Adaen sieh in einem FmdUe senkrecM »(^neiden. 

Eine lineare homogene Gleichung awiachen den dnalNi Koordinaten 
a, ßf y eines Gewindes St (oder den homogenen dnalsn Koordinaten 
seiner Achse) 

bestimmt das NormaknnetB der Achse desjenigen Gewindes dessen 
Koordinaten n, X, it sind, da die Gleichung anssagl^ daß [S | ft] — 0 ist. 
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Dem Strahleabüschel im Bfindel ufc daher, wie wir eehon Mher salien, 
das NonnalennelE sogeordnet 

AUgemein wird dnreh. jede homogene Oleiehuiig swiadien den 
dualen Koordinaten «c, ß, y eine Strahlenkongraenz beetimml^ da eine 
Bolehe CHäehnng swei Öleiohangen zwiflehen den PlQckeraehen StraUeB- 
koordinaien aqniTalcoit bt. 

Zwei Btt einander senkrechten Ebenen (oder SbuHenbüscliehi) im 
Bflndel entiqE^ieehcni zwei Normalennetate 

k'« + K'ß + n^'y - 0, 

für welche 

jtx' + kk' + ftffr' 0 

iel^ deren Adiaen also einander reditwinkelig schneiden. Für das Ober- 
tngongsprinzip gilt demnach ancli der Sata: 

NmiixAm Menm (oder Strahlen^iisdidn) m BätM mtspredim im 
Saume Nonrndemietge, deren Atheen «icft reAtwinJätg tehn^en. 

Hiernach lassen sich auch zu vielen metrischen Sätzmi im Bündel 
die infolge nnserea Üherfcragungsprinzips analogen Satze munittelbar 
angeben. Z. B. entsprechen einander die beid«i SStae: 

WähU mm im BMd drei mtM WahU mai» im Bmne drei nida 
m einer Ebene Uegende SMUe» derselben Mene paraüde StraJUen 
(DreShani) und muM «m je siwioi md sudb^ m je meeien den sie red^ 
denffemeinsamenNormMrddtdaMn winkl^ sehnmdenden Strahl (gemein^ 

haben die drei BüscJid, div jeder sam&% Normalstrahl), dann hohen 
StrafU mit dem Normalstrahl der die drei Normalentiettet die jeder 
beiden anderen bestimmtfeinen Strahl Strald mit dem Normalstrahl der 
gemeinsam. beiden anderen bestimmt, einen Strahl 

gemeinsam. 

Der Satz links ist der bekannte über die Höhenebenen eines Drei- 
kants, rler Satz rechts ist identisch mit dem von J. Petersen und 

F. Morley gefundenen Satze.') Was die Übertragimg anderer 
metrischer Beziehungen anbelangt, so verweise ich auf E. Study, 

G. d. D. § 24. 

In der nächsten Nummer soll noch (U-r iii^fro^^^aiit«« Sut/ bewiesen 
werden, daß zufolge unseres l'hertragungsprinzipeö jeder iiewegung im 
Bündel eine Bewegung im Kaume entspricht. 



1) Vgl. E. Study, O. d. D. p 107. 
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K. Müller: 



6. Für zwei gleiche Eomple^rOßen gellt 61. (17) in die folgende 
Uber: 

(20) [ft I ft] - a'» + 6'« + c'« + 2 (a'a + h'h + «'<?)«. 

Uierin ist der skalare Teil «'* + h'^ + c'* das Quadrat der Länge der 
Achsenstrecke, der vektorielle Teil a'a + h'h c'c die biliueare lll- 
Tariante des Komplexes. Genügt die Größe M der (ileicbung 

rft|Äi-i 

oder, was daMelbe iBt, deu beiden Gleiditingen 

o'« + 6'« + c'« = 1, 

so ist der Komplex ein spezieller, und seine Aehse besitzt die Länge 
Eins; Ä stellt daher dann einen Strahl von der Länge Eins dar. 

Bestehen zwisciieii drei Komplexgrüßeu Äj, Sj, dieselben sechs 
Bedingungsgleichnngen wie zwischen drei aufeinander senkrechteu 
Eiuheitsstrahlen ini Bündel, nämlich 

(21) |[Ä»iftj-Ä|iy-Ä|iy-i, 

UÄ||ÄJ = [Ä,lfi,] = [Ä.lÄJ = 0, 

dann werden dmeb lie ebenfalls drei uoh in einem Funkte reditwinUig 
schneidende Einheitssb-ahleu bestimmt; sie gehen ans dem nnprOng- 
liehen Achsenkreuz durch eine Bewegung herror, wenn noch 

1 a'ibid I = + 1 

oder, was damit identisch ist, 

ist 

Eine jede Bewegung im Bttndd, also jede Rotation um einen Strahl 
des Sandels, VStSi noh durch eine orthogonale Tramrfbrmation von der 
Determinante + 1 darstellen. Übt man mm auf die Kooidioaten «t, ß, y 
eines Komplexes St die ^t^rechende Transformation 



(22) 
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VOM, WO die dnaleii Ko«ffiu«nteii den eecht Bedingimgegleiehiiiigeii 
einer orthogonalen Trensfozmatitm 

>!.* + {Iii + flu = 0, y^i^ f jj 

Wo) 

genflgen und 

(280 + l 

ist, dann erhält man fQr 

den Ausdruck 

BeKeiohnet man die in den Khunmem stehenden Komplexgrößen be- 
sQ^di mit St^j k^, so geltm zufulgc der Gleichungen (23) und 
(23') für sie die Gleiehnngen (21), und die Detenninante «na ihren 
Ko^Gfiziratoi hei den Werfc +1; sie hesfeimmen demnaeh ein recht- 
winkligea Adtsenkreiia, daa ans dem mvprQngliohen durch eme Be- 
W^ung hervorgeht. In B^ng auf dieses AchseiikrouK beeitzt der 
Komplex ft dieadben Koordinaten, also auch dieeelbe Lage wie der 
Komples 

in Bezug auf das ursprüngliche Achsenkreuz. Je zwei durch die obige 
Transformation einander zugeordnete Komplexe k' und St kommen 
mithin infolge derjenigen Bewegung aar Deckonj^ die daa nraprOngliche 
Achsenkreuz in daa neoe flb«rführt, oder 

die der ortltoffonalen Transformation im Bündel durcJi das Study- 
sdn- (l>ertraffUMffspriHgip MUffeordnete Tran^ormaHon ist eine Bewegmg 

des Raumes. 

Umgekehrt sieht man leicht, daß jede Bewegung sich als eine 
BOldie Tranafonnation in Slarahlenkoordinaten darsteUen läßt 

Anmerkung. Ähnlicb wie iiiau uacli Cajley die Zusammensetzung zweier 
Dnhnng«» «jnw KOcpen um ehien Puikt mittels Quatornionen dsntellen kann, 
Iftfit sich die Zasammensefaoag swriar beliebigen Bewegungen mittels komplexer 
Zahlen, die den Quaternionen analog ans dualen Zahlen gebildet sind, darstellen. 
Sei 

— + «1 *i + «i*t + «»^ 
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eine loldie Qrttfle (Biquaternione), 

ihre koiqiigierle, ae stellt die Tmufomifttioii 

eine Beweguog dar, wenn die durch ^ebeneinandersteLliuig der Urößen angedeutete 
If oltipUkfttif» nach deiiielbaii GeeetMu wfo "bei den Quienifmen amgeflUirt mtL 
Einer Anderen Biqttnternione Q' wiid die Bewegung 

entsprecbcn. Die ans der Aufeinanderfolge lieider Bewegungen onlepringcnde 
neue Bewegung ist dann 

entepricht nlee der Biqnntemione Q*Q. 

Königsberg i. Fr., im August 1902. 



Distanzrelationen zwischen Punkten und Geraden der 
£b«ne sowie Punkten und Ebenen im Eanme. 

Von Kazimi£RZ CwojDZiifsKi in Berlin. 

Wir woUen im folgende allgemegiie Relation«!! mitwidieln, welche 
einerseits sahlreiche metriselie Relationen am Dreieck als SpesiaUalle 
enthalten, andcrsraeitB mit Vorteil bei der Einführung in das System 
der Dreiecks-, bsw. Tetraeder- Koordinaten Tenrendet werden können. 
Die Beziehimgen zwischen den Koordinaten einer Geraden, bzw. Ebene 
lind eines in ihr liegenden Punktes zu einander treten klar hervor, und 
tnanclio Knrinel, wie diejpuitio fiii- die Entfernung einos PunktcB von 
einer lioraiieu, b/.w. Elieno, dcreu Gleichung in homogenen Kuordimiten 
gegeben ist, ergibt sich ohne besondere Kechiiuug hier von self)Ht. 

1, Jkjgidiungm von vier Funkten zu vwr G&raUen in der Ebene. — 

Wird / .V 

«Ii - " O»?,cos^p^ + y^smip^ -p^) 

gesetzt^ so besteht nacb dem Hnltiplikationstheorem der Determinanten 
die Identität: 

— cosfi^ — sin^i j>i 0 
-coB^i -sin^, A ö _Q 

— cos^ — sin^g Pf 0 

— COB4P4 — sin9>^ p, o| 



t, 3. 1) 



*1 

1 

0 



AS| 

y% y% Va 

1 1 1 

0 0 0 
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Da die Länge des Lotes dantelU^ welches yon mit den karte- 

sisclien Koordinaten ^r^, auf die Gerade = XWBtpf + ysin^y— jp^ 0 
gefallt wird, eo erhalten ynir 

TJicomn I. Fällt man von vier helifhigm Punkten auf vier hdiehvjc 
Gfrmlen einer Ebene die sechzehn Lote, so ist die Däermimnie, gebildet 
aus dm Längen dieser Lote, | «j^ | — 0 (,-, 2, j, 4). 

Der Sata gilt ohne weiteres für n Punkte und n Gerade, wenn n ^ 4. 

Um anzudeuten, daß eine der 4 Geraden, etwa Gr^, ins Unendliche 
rückt, setaen wir c^« ~ «m ~ ~ «44^ dann geht GL (1) über in 

1 



(2) 



«it «II «i» 



0, 



und dies ist eine BelaUon swia^m vier Pmkim md dm ßmtdm. 

2. ÄHwendaiuß auf die Berühmngskrcise des Dreiecks. — Wäiileu 
wir die Punkte P^, P, und P, so, daß sie in die Schnittpunkte der 
Geraden G^, 0^, fallen, wobei P, und Gf gegenüberliegen, und be- 
zeichnen mit Ä| das Lot Ton anf G, (Höhen des Dreiecks), so 
mÜBien wir setaen: , 



alsdann gebt Gl. {2j üuer ui 

• !o 
0 



0 
0 



0 
0 

h. 



*41 



Ua* Ua 



= 0 



oder entwickelt 
(3) 



*1 *1 *» * 



LaHseu wir uun P^ der Roiho nach Mittelpunkt des Inkreises zum Drei- 
eck GiG^G^, dann Mittelpunkt der drei Ankreise werden und be- 
zeichnen die Radien derselben mit q^, so haben wir in (3) 
nach einander zu setzen 

+ a^, = -I- = + = (j, 

- «11 -f «4» + «43 = Ql> 
+ «41 — + «H — — «4, «= f 
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und wir erlulteii demgemSfi die 4 Formelii 



+ A, + Ä, 

»1 ^ *s h 
1 



1 



9' 
1 

1 

1 



Setzen wir dagegen in (2) 





«12 - 




= 9l7 




■«»- 






















A + 1 




1 





so eiiialien wir 



Man kann in 8tuilich«r Weise nach Befiebes weitere Fonnelii heileiiea; 
wir Haben nur die wichtigeten erwähnt, welche sieh in der Arbeit 
Steiners „Cerdes qni toachmt . . .'^ in Gergonnes Annale» Toifinden. 

8. Die tHmärisdie GUidtmng des Punktet und der Geradenk — 
Setzen wir Toraus^ daß einer der Tier Punkte in einer der vier Ge- 
raden liegt, etwa 7\ in G^f §0 ist a^« — 0. Wählen wir dann der 
besseren üntorscheidang wegen 

«l*"«*» V=l,9.9it 



80 ergibt sich 
(4) 



u 



Jl 'M-j '-13 »1 



0. 



Weim dit! II. gegeben sind, die aber uls Tariabcl gedacht werden, so ist 
Gl. (4) die Gleichung der Geraden (r^; umgekehrt bedeatet sie die Gleichung 
eines Punktes (P|), falls die Xi gegeben, die aber Tecanderlich sind. 

Diese Gleidiung nimmt gleichBettig ein BeKiehnngsdreiseit 
und ein Beziehungsdreieck P^PiPg in Ansprach. Denken wir uns die 
Pi als Ecken des Dreiecks G^f so entsteht ans (4) 

A, 0 0 «1 
0 0 1t, 
0 0 

0 



= 0, 
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oder 



J*,X, «,.T, «jX, 



0. 



Dies ist die bekannte Nomialfonn der trimetrischen Gleiehuog des 
Punktes oder der Geraden. 

Eine Relation swücheiL den Koordinalen eines beliebigen Punktes 
: : haben wir schon in der Glmchmig (3) gegeben, welche mit 
den neuen Bemichnniigen di« Form annimmt: 

^ *i *b 

Um nun die Entfernung d des Punktes : xiixi von der Geraden 

+ », + 

zu tindeUi brauchen wir nur von der Gleichung auszugehen 

0 0 «1 
0 Äj 0 tt, 
0 0 «3 



0, 



welche liefert « 



d. h. man erhält die i^utiemung eines Punktes xi von der (jr^raden 

s 



indem man für die laufenden Xi die .r, setzt. 
4. ErweiUrutig für den Mmm. --■ Wird 

«Ii — — (««CO««, + y|C08/J^ + MiCOBfj — j»^ 

geeetstti eo liefert die MuItipKIcation der Determinanten 



•^1 ■^S "^S "^6 



11111 

0 0 0 0 0 



daß 



— cos «j coö /Jj — cos ;), 0 

— cos «Cg — cos ^ — cos Pi 0 

— oos<i5 — eofl/9( —cosyj ^5 0 



Daher: 

Theorem II, Die Delemkianie, gebildet aus de» 25 mfwttfFwüdm 
des Baumes msf ßmf Mic6^ Ebenm geßlUen lote», beträgt NuH 
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Der Satz gilt für n Punkte und n Ebenen, fkUs » ^ 5. Rflckt eine 
der 5 Ebenen, etwa E^, ins Uufimdlichef so ist «^5 « — «^r^ — »> i%5 
und demgemäß 

; "n «IJ «1» «14 1 i 



«51 «5» «58 «54 1 



0. 



Dies ißt dio l'elafinu siri^elien 5 Punlim und 1 Ehpum. 

Iliemus ergeben sich Formeln für das Tt'l;ra»"iler, ili»' fli'Ti«'!i aiuilog 
sind, welche wir für das Dreieck bereits entwickelt huben^ wie z. B. 

.1 4. J + 1 + _L = 1 
•1 e, p, P4 9' 

1,1,1,1 1 

»r+Ä7+sr + A, * 

Setzen wir schließlich in (5) 
SO erhaltm wir di« Gldehiing einer Ebene in oder eine« FmiktieB in 



«11 «IS «13 «14 "ll 



«41 «4J «4« «44 «4 



.r, X» 



r, a:^ 0 



0. 



In dem bpaoiultMfnt Falle, wo die vier FnndaniontalpunkLe Ecken 
des FundamentalTierliacbs werden, geht die obige (ileichung über in 

hl <• 0 0 «, i 

0 0 0 m/ 

I () 0 Mj . = 0, 

0 0 (» //., u^\ 

wC| »Z-j ^ I 



oder entwickelt 



**i *"i I **• ■''I I 



Dies ist die übliche (tieichung des Punktes oder der Ebene. 
Berlin, Januar 1901. 
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Der Gha^kktor der Betrlebsburen eines Gleiclifltrooimotorg 

mit NebensclüiLiierregiuig. 

Von Fritz Emde in Berlin. 

Bio Gleichstrommaschine mit Nebenschhißf^rregung') ist die ver- 
breitetHte elektrische Maschine. Die niittleron luul kleinen Modelle werden 
meist als Motoren, die großen lueifit als Generatoren benntzt. Ein 
Nebenschlußmotor üudet sich wahrscheinlich auch iii jedem physikali- 
schen Laboratorium, das Anschluß an das Leitungsnetz einer Gleich- 
«fcn»mseiitr»!« hfti Daher ist die Srantnie eeiner EigenaGhcfteii, sowüt 
diese TOn selbst in die Angen springen, mek nomlicb Terbreifcet. Die 
einfacben qoentitatiTen BeodehnngNi, die liier erörtert werden eoUen, 
und die eine gnte Annilienmg an die wirklichen YerfaaUaiiMe and, 
scheinen jedoch, wenigstens nach der physikalischen Literatur za 
urteilen, nicht so allgemein bekannt zn sein. r)iese Beziehungen bieten 
kein besonderes mathematisches Literesse. Ihr Wert liegt allün in 
ihrer Anwendung. Für diese ist es aber wichtig, daß man den gesamten 
Verlauf jeder auftretenden Funktion vollständig ülterblickt und auch 
ihre ansgereichneten Werte leicht erkennt. Deshalb sollen hier iille 
vorkommenden Funktionen, auch ganz einfache, durch kartesische Koor- 
dinaten bildlich dargestellt werden. Da man ferner in Wirklichkeit 
nicht alle möglichen, sondern nur zweckmäßige Größenverhälhiisse wählt, 
diese aber Kwischen siemli«^ enge Grenzm eingeschlonen eind, eo eoU 
die ganze Betrachtung an einem durchgehenden Zahlenbeiepiel veran- 
Bchanlicht werden, damit man leichter erkenni^ was wichtig ist und was 
neben/Achlieh. Dies bietet auch einen Vergleich^ wenn da* Leser die 
hier vorgetragenen Entwicklungen anf Motoren anwenden wül, an denen 
er selbst Messongen anstellen kann, oder für die ihm Zahlenontwlagen 
zur Verf&gang stehen. Auf technische Einzelheiten, die nur den 
Fachmann interessieren ktnmen, soll hior ^och nicht eingegangen 
werden. *) 

Ij Über die hier als bekannt vorauagesetzteD Gnmdbegriffe kann man »ich 
leiebt mtd solmell oriemtiereii dureh das Ueüie Bndi: JStetflrtKft« Strihne von Emil 
Cohn (Leipzig 1807). 

9) NJihcres firiHrt man z. B. in folgenden Spezialwerken : 1) Elektrische 
Gleiehstrommafichinen von J. Fiacber-Uinnen, 4. Aufl., (Zürich 1809). 2) Die 
OleielurtraiDiiiasehine f«n R Arnold (Berlin 190S, bis jetafc ist nnr der ente Band: 
Die Theorie der Qleiehrtroianiawchine, enohienen). 
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Gleidurtrontanlageii, an die Nebenschlufimotorm «ngeadilossen sind, 
werden immer so betrieben, daß die Netzspannung konstant oder 
wenigstens fast konstant bleibt, roraasgesetzt, daß bei der^ Stroment- 
nahme die als normal vorji^fsfhpnp und vor^pschripbene obere (rr^n/e 
nicht aUznweit übersohritteu wird. r)'i'sp honsUmtr Xt^zspamiiDH/ be- 
zeichnen wir mit K. ihr gleich, aber eiit^egeugerichtet ist die Kiemmen- 
Bpannung des Nebenschlaßmotors m denken. 

1, Stilf^fand. — Wir irehen ynn dem Rnhraistaml des Motors ans. 
Der Widerstand der 8chenkelwicklung (Abb. 1 ) sei ir,, der der Schenkel- 

wieklunff vor<Tcschaltptf» Rpgulier- 
J. widerstand r. r ist eine TTröße, die 

man für einen gegebenen Alotor 
ändern kann, die mch aber nicht 
von selbst Sndert Wir nelimen 
deshalb hier r als konstant an. Da 
also der Widerstand - des Neben- 
sehlnftkreises W^Wt-^r konstant 
ist, so ist auch der Erregvntrom 

K 

konstant Diesem Strome t ^t die 
Angabe an, in dem Motor eme be- 
Htimmte Anzahl magnetischer In- 
daktioHHlinien aufrecbt zu erhalten. 

Dfr Widerstand des Ankpr- 
kreiscs, «1er sieb ans dem Wiiler- 
staude der Aiikerwiikluug , deni 
Widerstaude der Bürsten und dem 
Übergangswiderstande von den 
Bärsten zum Kommutator zusammensetzt, sei w. In dem ruhenden 
Anker — er sei etwa festgebremst, sodaß er tioh nicht drehen kann — 
wird daher ein Strom 




rig. 1. 



fließen. Der Gesamtstrom bei Stillstand des Motors ist also 

1 + i. 

Wenn wir w = aW setzen, so i'^t 



% — - 



nnd 



K 



w 
W 
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(Ktrehhoffsdie Regeln). Die Leistnog^ die dm Neb an den stillrtelien- 
den Motor abgibt, iet 

Diosp Leistunj; wird in Wiirmo nmcresetzt. Es sei schon hier bemerkt, 
(laB mnn den Motor nicht im HuliezAistand ohne weiteres an das Netz 
aii>( lili* ßoii durl, weil er <lipse ü;roße Wärmeentwicklimg nicht ohne 
S< liiidtiii ertragen würde. Ks ergibt sich hier die bekannte Notwendigkeit 
dür Anlaßwiderstäude. Zum Schutz deä Motors gegen üb(>rmüi^ige 
SbOme werden ihm anfierdem Schmelzsiclieningen rorgeschaltet. 

Es sei z. B. A' - UÜ Volt^ W = U,0 ühm und w = 0^85 Ohm. 
Dum er^bt eicli i 2,50 Amp, / — 386 Ämp, J 389 Amp, 

u - 0,(J0t>48 - r,mi<i«d =■ 42 800 Watt 

2, Leedamf, — Nim ist ja der Zweek eines elektriseheii Motors 
mcht: elekfarische Energie in Winne lunznsetMii, sondern: elekkrisolie 
in mechanisohe Iiustnng umsuwandeln. Wo aber Strom ts^ da ist ancb 
Strom wärme. 

Der Strom / erzeugt die Strom wärme wP. Dabei gibt das Neta 
für den Anker die Leistung KI her. Die Differenz 

ist aber nach der Definition von J gleich NuU. Bei dem Strome ifl 
(wobei 0 < ^ < 1) wird die Differmz 

Damit diese Differenz ein grofier Teil von ifKI wird, mnB ^ klein 
werden. 

Damit also überhaupt elektrische Leistung zur Umwandlung in 
mechanische vprffighar wird, ist n(iti<r. daß der Strom stark verrint^'ert 
wird. Diase IStromverringeniiif,^ l - soi ^^t fler Motor selbst, wenn wir 
ihn sich selbst überlassen (die Bremse lösen). Auf den strnnifinrch- 
flossenen Anker wirken im magnetischen Felde mechanische Xialte und 
erteilen ihm ein Drelunoinont. Der Motor liiult an mit wachsender 
Geschwindigkeit. Dabei entsteht in der Ankerwicklung eine EMK^) 
— Ef die der Netsspannnng entgegengericfatet is4^ und die mit der Go> 
schwindigkeit wichst Fflr die Strombildnng im Anker kommt jetat 
nicht mehr die gesamte Netatspaonung K, sondern nnx noch die Span- 



1) Allgraiem ttUiche AbkAnong für «lektironioUiiiaehe Kraft 
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nung (K^E) in Betraehi Wenn der Motor lauft, wo ist also der 
AnkeTstrom 

a W 

sodaß < / ist. Wir setaeu 

Wenn es einen Tollkommenen Leedmif gäbe, d. b. wenn der Motor bei 
fehlender &njterer Beketang Qberliwipt kein Drehmoment attsanifiben 
lifitte, ao wtbde dar Ankw ao lange beacMeonigfc werden, als Strom 
durch ihn flieftt Er wQrde alao erat eine fisate Qeachwindigkeit ei^ 
reichen, wenn K geworden w&re. Beibnng nnd magnetische Yer^ 
Itistft machen aber auch bei Leerlauf ein (weun auch kleines) Drehmoment 
erforderlich. Der Gesamt^trom bei Leerbkuf sei j. Duteh d^ Anker 
flieBt der Strom {j — iy. Wir aetzen 

j = ßj nnd cT = *j. 

Bei Leerlauf gibt das Netz an den Motor die Leistung 

»b. 

in unserem Zahlenbeiapiele aei j = 4,82 Amp. Dann ist 

9 - 0,0124, 
X 80,8 

FieerUuf = 530 Watt. Davon kommen auf die Schenkeiwicklung 
Kl = 275 Watt, auf den Anker K{j - t) ^ '^-^^ Watt. In der Anker- 
wicklung werden aber uur iv(J — <)* = 1,54 W lu Wunne verwandelt. 
Der Bpaonungsverlust im Anker bei Leerlauf beträgt <r(j — /) = 0,662 Volt 
nnd die EMK ist daher Ex^„uur ^ 109,338 Volt^ da f «- 110 Volt war. 

3. VerhruHi Ii und Leistunfi. Wenn wir jetzt den Motor belasten, 
jedoch nicht so stark, daü er stehen bleibt, »u wird er dum Netz einen 
Strom S entnehmen, so daß 

3<S<J 
ist, und die elektrische Leistung 

(1) Y~Ka, 

Dieae Leiatong aoll (nach einem unveroffentiichten Voradblage Ton 
Herrn Prof. Görges) korz der Venhrmmi^ genannt werdoa. Die ein« 
ikche Beaiehui^^ zwiachen Strom nnd Terbraneh atellt Abb. 3 dar. 
Den yerbmoeh aetat der Motor inm größeren Teile in meehaniache 
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Leufcong, zmn geringwen Teil in Wirme um. Dar erste Teil isli die 
NntBleifltiiiig, der zweite der Verliul (Stett Niitaäeurtniig woUen wir 
andi knis Leieiaiig mgen.) De ee rieh um eine Drehuig bandelt, so 
komwn wir die medunieelie Leistung stets als das innere Produkt der 
baden Vektoren (Rotoren): Drehmoment md Winkdgeschwiwligkeit 
ansehen. Hier sind die beiden Vektoren wegen der Zwangläufigkeit 
der Ackerachsc bei symmetriacher Lage des Ankers im magnetischen 
Felde immer gleich oder ent- 
gegen gerichtet. Sind sie gleich 
gerichtet, so wirkt die Masclüue 
als Motor, dagegen als Gai^^rntor, 
wenn die beiden Vektoren eut- 
gegengesetiEte Biebtimg haben. 
Die Geschwindigkeit hingt 
heiq»tBl4dilidi toh der Span- 
miag jr*)> das Drehmoment 
hauptsächlich Tom Strome S*) 
ab. Wenn wir eine dem V«r- 
branch V gleichwertige mecha- 
nische Leistung mit der tatsächlichen Nutzleistung vergleichen, so 
finden wir, daß wir sowohl an Geschwindigkeit, wie an Zutrkrafk ver- 
lieren. Dem GoschwiudigkeitBverhist entspricht ein Span nungsverioa^ 
dem Zugkruftveriust ein Stromverlust. 

Da durch den Anker der Strom {S — i) Hiebt, so verlieren wir von 
K die Spannung 

Wir behalten also als nütjdicfie Spannung übrig 

Um den yerinderlichen Strom 8 mit dem Ruhestrom J zu reigleicheni 
setaen wir 8 «>» 9 sodaA ^ als Veraaderliehe an Stelle ▼on 8 tritt. 
Fttr den Motor ist 

Hiermit bekommen wir 



l) Cohn, a. a. 0. Seite 12». 
S) Golm, a. a. 0. Seite M. 
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In elektromagibetiBcher Hiusicht gilt für £ die Besiduuig 

in der F die Zahl der Kraftiiiiien tliiduktionalinien) bedeutet, die aus 
tmm Pol in den Ank«r «indriiigen, 2p die Polzahl, Fp alao die 
Gmmtasald der ^afUiniffiA im Anker, 6O11 die Zahl der Umdrdiuiigen 
in einer Minute (u also die Umlanbg^aQhwindigkat^ Z die Gesamtzahl 
der wirksunen Leiter am Ankemm&ng und 2a die Zahl der paraUel 
gwehalteten Ajikerstromsweige oder der Stromwege durch den Anker, 

aodafi riso — die Zahl der hinter einander geaehalteten Leitw ist Fflr 

einen gegebeneu Motor können wir daher kurz 

J5** <s • J*» II 

schreibeu, wobei c eine Kuustaiite bedeutet 

Wir nehmen jetzt au, dafi der nMom Skrom oder der StrommM 
maihänffiy wm der Bda^w^ de« Motore aei, d. h, daß er stets gleich 
dem Leerlaufstrome j sei. Die Berechtigung dieser Annahme soll 
spiter erörtert werden. Darnach ist der Nvbstrom im Anker 

S —j = t/^9P — o). 
Folglich ist die Nutslttstung 

(») 

oder es ist 
(2a) 

Nun is^ wie 

also 

(2b) 

Die ausgezeichnet^^n Punkte dieser Beziehtmjj sind: 



9>- 0 






1 


1 + 6 






('-; r 


0 


— 6 



L — wJ* (1 — <p)(9 — tf), 
man sich leicht flheraeugt, 
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oder s^biehbedeotend damit (vgl Abbildung 3), da 8^^J und 
X-XwJ* ist, 



5- 0 


i 1 'V 






L = — wjJ 


0 !<-?f 


0 





Die physikalische Bedeutung dieser Werte ist: Um den Strom auf 
Noll zu bhageu, müsäeji wir dem Motor eine mechanische lieistung 




wjJ zufiihren. Für 5 = j ist die Nutdeistong gleich Null, weü die 
nfltasliche Zagkraft Null ist, und für S = J, weil die Geschwindigkeit 
Noll ist. Die Nutzleistung wird ein Maximum, wenn der Strom das 
arithmdlsche Mittel zwischen Leerlao&trom ond Euheetrom iai Die 
höchste Nuteleistuufi ist 



Die NatdeiBtaDg wird dureli eins FcmAd dargeBtellt (Abb. 3)* 

AnUv te NMliMUllli «DA Vtodk. IILMh«. T. % 



Der 
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negntiTe Tefl 8<j entepricbt einem Betriebe, b« dem die Maichine 
ele zum panlld geeeludteter Genenioir arbeiieli (genauer: parallel 

EQ den Generatoren der Zentralstation), der negatiye Teil für S'> J 
einem Betriebe, bei dem die Mascliiue als mit dem Netz hinter einandOT 
geechalteter Generator arbeitet 'AU Motor arbeitet die Maachine vm, 
80 lange j^8<J ist. 

Für unser Zahlenbeispiel sind die entsprechenden Werte: 





0 


4,82^ 


197 i 


389 


394 Amp 




-534 


0 


10500 1 




- 534 Watt 


-0,726 




14,3 1 


0 


- 0,726 PS 



(Die mechaniaehe Leistung wird gewdbnlieh nidit in Watl, aondem in 
Pferdeatirlc«! angegeben.') 

4. WirkMiysifriul. — Der Verbrauch war 

(1) F-iTS 

und der Verbrauch bei Stillstand 

folglidi ist 

Der Wirknngsgrad tj wird definiert durch die Gleichuig 

Deabalb ist uAch (la) nnd (2b) 

i?-(l + «)[-1P + (l + tf)-l]. 

Die Grübe a ist offenbar klein gegen Eins. Unter normalen Ver- 
hältnissen ibt öie, wie unser Beispiel zeigt, etwa vou der Uröüen- 
ordnung l pCt, Man wird sie deshalb oft vernachlässigen können, 
Jedenfaliä ist a eine Korrektion, die man immer noch leicht iiiuterher 



.Ps-«[ä(Hi^k,)]-«.w.«. 
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«nbringen kraii. Um uns Ton dieBem nnweMntiliehesi Faktor su befreifto, 
setzen wir 

Dauü werden wir auch -9- angenähert als Wirkungsgrad ansehen können. 

Die Bezieliuug zwischen tf und t> oder zwischen <pJ = S und 
^«T — 1} J vud durch eine Mypahd dargestellt (Abb. 4). Die Haupt- 




• / 

achsfl der Hyperbel schließt mit der Richtung der (p den Winkel 112,5° 
oder \ Rechte ein. Die Koordinaten des Mittelpunktes sind ^ = 0 und 
^ «a> 1 + Setzen wir deshalb 

2[*-(l + if)] = a?K2+y2-yK2-y§ 
und ftthrM diese Werte in Gleichung (3) ein, so erhalten wir 

V* _i 

2«(yi4.i) — i) 

9* 
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Die grofie HaUnehie isl denmBnih. 



die jdeine HaLbacbse 
oder 

a-2^y5, 6-0,9101/5, J-l4-yS-M14. 



5. Maximaler WirkumgßgnuU — Ans 



folgt 
oder 

0:9— 9> : 1 

oder 

(4») j:8~S:Jf 

d. Ii. der Wirkungsgrad wird am größten, wenn der Strom das gea- 
mdrisehe Mittel swiBchen dem Leexkiifttrome utd dem Roheetrome iei 
Dae negatiTe Yorseielieii kommt mir in Betracht, wenn die M aeehine 
all Generator in Pkralieleelkaliung auf das Nets arbeitet An jener 
Stelle ist der Genrratorwirkuiigsgrad oiii Maximum. Hier kommt es 
uns hanptsächlich darauf an, wie sich die Maachine als Motor verhält. 
Wir brauchen daher das negative Voneichen nidit weiter an beulten. 
Der m^irim^l« Wirkiuigii^p»d ist 

(6) ♦«.-(i-y^)*, 

odw es ist 

oder 

- ff)«- 2(d«« + ff) + 1 - 0. 
Nach Oleichung (2a) ist die Nutaldstiug beim hSdisten Wirkungsgrade 

oder 

(6) L,^^ = wyjj{yj^yj)\ 

der Verbrandh 
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Wenn wir in GUeiehniig (5*) 
aetsan, so erhiltoi wir 



Die Beziehung zwischen 6 und wird also durch eine Farabd luii 
dem Parameter ^ |/2 dargestellt 
(Abb. 5). Ihre Aehm ist xmi 
45* gegen die Bichtuiig der 
geneigt Dur Scheitel hat die 
Koordinaten nnd ^■utt"*^. 
Im Abstand Eins vom Anfang 
berflhrt die Parabel die Acheen. 
Uns interessiert hier nur das 
8tÜck der Panibel zwischon den 
beiden Berührungspunkten. 

Nun ist 6 ein kleiner 
Bruch. Für die numerische 
Rechnung ist es daher an- 
schaulicher, den reziproken 
Werfe % eininfahren. Die Be- 

siehni^ swieehen nnd tt wird durch eine Enr^e hdherer Ordnung 
dargeBtellt (Abb. 6). Von dieser interessiezt uns aadi nur der auf* 




Flg. 5. 




Flg.O. 



steigende Ast, d. h. Werte von « > 1 und < 1. Für den pnk- 
tisehen Gebrauch ist ein Teil dieses Astes in Abb. 7 wiedergegeben, er 
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entsprieht Wirkangsgnden swiadiMi 60 und 100 pGt Für die höher 
ge^^ene Eurre gilt dw selmfiMshe Absoisseninafistab der darunter liegen- 
den. I>iehShergel^;ene 

Är-n — \ — \ — ! "T 1 — I — \ — r-T—i — \ — 1 — I Kunre iet alao nur ab 

Verlängerung der dar- 
unter liegenden ansn- 
schen. Bei Wirkungs- 
graden zwischen (K) und 
84 pCt wird man sieh 
demnach der untersten 
Kurve bedienen, bei 
Wirkungsgraden zwi- 
schen 84 und 95 pGt 
der mitÜereiiy bei noch 
h^ieren der obenten. 
Statt der Kuren Abb. 7 
kann man aneih die 




folgende Tabelle benntMat Dieae enUAlt anfierdem die sogehSrigen 
f» mnft etwa den 4fiMhen Wert von l{,,=^mn) habeiii da genan 



Weite Ton 
und von 



ist Diese Zahlen dienen aar Benrteihiiig der VerhaHniwie^ anter denen 
das MaTimmn des Wirku^egradee eintritt • 





X 


















pCt 


pCt 


pCt 




pCt 


pCt 


00 


19,7 


13,52 


60,1 


so 


89,8 


8,46 


34,6 


62 


22,1 


13,17 


57,7 


82 


112,0 


7,76 


31,5 


64 


25,0 


12,80 


55,(5 


84 


143,5 


7,01 


28,4 


66 


28,4 


12,87 


53,1 


86 


189,7 




25,8 


68 


32,5 


11,1»2 


50,9 


88 


261 


5,44 


21,96 


70 


37,5 


11,42 


48,4 


90 


380 


4,62 


18,55 


72 


43,6 


10,»0 


45,7 


92 


602 


3,76 


15,10 


74 




10^ 


43,0 


94 


1075 




11,60 


76 


60^9 


9,7« 


40,8 


96 


2460 . 


1^ 


7,76 


78 


78^ 


9,is 


37,4 


98 


9900 


0,986 


3,94 
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Man ersieht hierans z. B., daß bei 81 pCt maximalem Wirkungsgrad 

der Ruhestrom lOOmal so groß ist, wie der Leerlaufstrom , daß hei 
75 pCt niaxiuialem WirkuncrstrrHd die zuf^ehörige Leistung ' von dein 
Verbrauch Ixfi Stillf^taud uetiügt, uud daß ein maximaler Wirkungsgrad 
Ton 68 pCt bei halber Maximalleistuug eintritt 
Nach Gleichung (2aj Ut 

dl 
dtp 



+ + 



Die Gleichung einer Tangmite, die man an die durch Oleichiing (2a) 
dargestellto Panbel (Abb. 8) legen kaon^ ist daher 

« - Ä + 1^ Ui' - 9)> 

jp — y« — tf+(l-ftf — 2y)y. 

Fragen wir nun nach dem Berührungspunkt der Tangente, die durcJi 
den Ursprung (x ^ 0, y = 0) geht, so finden wir (p = Yff, d. h. den 
Belastungszustand; hei dem der Wirkiingsgrad ein Maximum wird. 
Dies ist keine hesondere Eigenschaft unserer Stromkurve. Haben wir 
eine beliebige Kurve, die den Strom eines Motors bei konstanter 
Klemmenepamrai^ als Ftmktioii der LdBtoug darsteU^ und sidien wir 
Tom Koordiiiateiiaii£ang Strahlen nadi dorn Enrrenpiinkten» so ist die 
Kotangente des Neigungswinkels dieser Strahlen dem ^iifcongsgrad 
pioportioaaL Nun wird dieser Neigoi^winkel ein Mininram, wenn 
der Strahl die Stromkurv e herflhrt, also der Wirkungsgrad ein Maiimum. 
(Bei den asynchronen Wechselstrommotoren erhalt man z. B. auf dieselbe 
Weise die Leistung und den Strom, für die das Produkt aus Wirknnga- 
grad und Leistungsfaktor ein Maximum wird.) 

Zusammengehörige Werte Ton 9 und 9 enthalt die folgende Tabelle: 



0 


6 




t 


1 


1 + tf 




() 




1 Ii — g)' 

•1 ' \ ~ <i 


0 





Für onser Zahlenbeispiel bekommen wir folgende Werte: 



(f>~ 0 




0,1114 


0,6062 


1 


1,0124 




0 


0,790 


0,481 


0 


-0,0122 


ri^ ±00 


0 


0,79G 


0,485 




~ 0,0123 
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Die Leistung bei dem iiöchsten Wirkungsgrad von 79,6 pCt beträgt 
3 790 Watt oder 5,16 PS, der Strom 43,^i Amp und der Verbrauch 
daher 4 760 Watt. Bei der inaxinialen Leistung von 14,3 PS beträgt 
der W irkungsgrad nur 481 p^^^'t. Für 0 = 0 wäre der Wirkungsgrad 
bei der höchsten Leistung immer genau 50 pCt und die höchste Ldttinig 
selbst 25 pGt des YerbiwudiM bei Stillstand. Der hoohsle Wirkiiii^ 
grad würde bei Leerlauf sein theoretisches Mazinmm: 100 pCt erreichen. 




Fie^a. 



(K. I^kAimgsfMIlMmm. — Obgleich sich bei der Heeanng (Bremsung) 
das Drebmoment als natürliche nnabhai^jige Variable darbietet nnd die 
Gescbwindigbeit schon ab Funktion des Drehmomentes aoftritly so pflegt 
man in Wirklichkeit doch süIb GrSBen als Fanktion«! der Leista]^ 

darzustellen. Der Qmnd isl^ daß das Drehmoment durch Riemen- oder 
^hniiiderftbersetziing geändert werden kann, wahrend die Leistung 
(abgesehen von den Verlusten, die ja immer möglichst klein sein sollen) 
bei allen Energieumformungen konstant bleibt Der Techniker halt 
sich daher an die Leistung. 

Der Zusammenhang zwischen Leistung nnd Strom ist schon durch 
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die Oleiefauiig (2) angegeben. Ei Ueibt noch zu untersuchen, wie der 
Wirkungsgrad yon der Leistung abhängt. Hienn. diminieren wir <p 
au8 d«i Gleidrongen (2a) und (d). Wenn wir aus (2a) den Wert 

^ — ^ in (3) einietnn, iO bekommeii wir die Kurve ärUtet Ordnung 

(7) -f- 6»' - (1 -f (f)»A 4- = 0, 



die in Abb. 8 wiedergegeben ist Da kein konstantes Glied ▼orkommi^ 
geht die Karre durch den Anfangspnnkt, und da auch lineare Glieder 
fthlen, so hat die Kurve im Koordinatenaniang einen Dofpe^puHlkL 




1-tff.t. 



Die Gleichung des Tangentenpaares für <l''n Doppelpunkt (Abb. ü) er- 
halten wir, indem wir den Ausdruck zweiten (xrades aus Gleidiung (7) 
gleich iNuil setzen^): 

<f*» - (1 + OJ^A + =x 0 



oder 



(*«'-A)(#-A)=.0. 



Und wenn wir iür {t au'^ f B"^ und für A aus (2) die Werf<^ einsetzen, 
so bekommen wir als Gleichungen für die beiden Tangenten 



und 



statt - A. 



Von der Horizontalen tj ^ 1 schneidet also die eine Taugente den IV>v 
brauch hei Leerlauf , die andre den Verbrauch bei Stillstand ab. (Ver- 



1) Siehe s. B. HShet« ebeae Kurfen von Salinen (dentMb ven Fiedler), 
Säte 8t der S. Aaflage (Leipsig 1882). 
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l^eiiche auch die HoruEontden 17 » 0 und 1} « ~ D»> nieht 
eine beBondeve Eigenschalb wuersr Enrre, sondern eine allgemeine 
Eigmflchaft aller Karren, die den WirkDngqEnd eines Motors als 
Fonktion seiner Leistimg darsteUen. Wenn wir uamlieh äxaeh. den 
Ursprung and einen beliebigen Punkt der Enrre fttr den Wirkungs- 
grad eine Gerade aehm bis nun Schnitt mit der Horizontalen — 1 

(Abb. 10), 80 ergibt sich zwi- 
schen den Koordinaten dieser 
beiden letzten Punkte die Pro- 
portion: 

.-f.r. 

Also stellt die Abscisse des 
Schnittpunktes oder der Ab- 
schnitt auf der Horizontalen 
1^ a 1 immer den zugehürigm 
Ferirmieft dar. Dies muß auch 
noch dann gelten, wenn der Kurrenpunkt don Koordinsienanfimg un- 
endlieh nahe rO^i So ergibt sich allgeninn, daß die bdden Tangenten 
im Anfing von der Horizontsien 1} » 1 den VeilinHidi b« Leerlauf 
und bei Stillstand abschneiden. Diese Tatsache ISßt sich su einer 
bequemen Kontrolle oder zur Zeidmung der Anfangsstfieke Ton der 
Wirl:ini;_'sgradkaiTe benutzen. 

Schreibt man die Gleichui^; (7) in expliziter Form, so erhält man 
entweder 

(7a) A - 1 (1 + ff - * ± y(l + « - 4tf) 

oder 

(7b) 




Fig. lU. 



9 



Man erhalt imaginäre Werte, wenn 

(i-]/^'<^<(n-yflO* 

oder wenn 

^>(-7-^)" 



ist 1^ > 1 ist nur mi^lieli, wenn die Maschine nicht mehr ab Motor^ 

sondern als Generator arbeitet. Der resdproke Wert von ^ ist dann 
der Wirkungsgrad des Generators. So bedentet 00, daß die Maschine 
ab Generator leer läuft Das Minimum Ton 9 gibt den bdchstn 
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Wixknngagnd dum Geneniion an. Bei 0<^<o oder bd —9<X<0 
arbeitet die Uaseliine weder als Müht noA ab Crenerahr, Demi einer- 
leata wird flir aowoU elektrische wie mechaxuscihe Leietimg zngefBkr^ 
anderuveite gibt sie weder elektriecbe noch mechaniacbe Ldatmig 

ab. Für alle positiTeii und negatiTen X < ~) ^ mxmwertig, da 

man dieselbe Leistung mit geringem Drehmoment bei hoher Geschwindig- 
keit oder mit groBem Drehmoment bei niedriger Gesekwindigkeüi er> 
halten kann. Meist ist nur die erste Art m TerwirUidien. 

Bei einem Betriebe, bei dem die Belastimg L des Motors mhig, 
d. h. konstant ist, wird es Torteilhaft sein, den Motor so zu wildeii, 
daß diese Belastong dem maximalen Wirkiingigtad des Motors ent- 
^richt, also nach (6) and da 



folgHek 



Auch wenn die Belastung in engen Grenzen schwankt, wird es vorteil- 
haft sein, den Motor so zu wSihlpn, daß seine mittlere Belastung das 

Maxiramn des WirkungNgrades herbeiführt. Denn in der Nähe des 
Maximums bleibt der Wirkungsgrad annähernd uuf gleicher Höhe, 
llegelmäßige, aln r große Bclastungsschwaiikuugen wilrden eine besondere 
Untersnchnng nötig ma< hen. Wenn z B. ein Betrieb vorliegt, bei dem 
die Belastung gleickiormig zwischen einer unteren und oberen Grenze 
schwank^ und wo sich diese Gbenzen wie 1 : n Tcrbalten, so wird man 
den Anadmck j 

n _ 
II 

wo ji die obere Grenste der Belastoiig ist, m5glidist groß machen 
(allgemein; den Ansdruck t 

wenn i die Zeit und T die Periode der Belastung bedentet). 
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in Wurklielikttt treten nooli andere Büdnichten lunsn, namentiidi 
nf die Erwämmmg bei DiknerbelaBtung und anf das Feuer an d«i 
Bürsten, üm einen möglichst billigen Motor zn bekommen, setzt man, 
besonders wo es auf den Wirkungsgrad nicht so sebr ankommt (Wasser- 
kzäfte), die normale Leistung so hoch wie möglich an. Die Leistung 
eines Gleichstrommotors sollte nicht durch die Funkenbildung am 
Kommutator, sondern dunli die Envärinung der Wicklungen hei 
Dauerhelastung begrenzt sein. Mit anderen Worten: die Jb uukengrenze 
sollte höher liegen als die Erwäi inungsgren/e. Dann kann der Mot^r vor- 
übergehend Überlastungen ohne Schaden ertragen, da die Temperatur nur 
attmlhlich steigt^ wShieud sich bei einem gewissen Strome sn den Btbntra 

sofort Funken bilden. Die Zahlen ^ (siehe die Tabelle auf »Seite 134) sind 

jedoch nicht als Maß für eine mechanische Überlastbarkeit, wie sie bei den 
Wechselstrommotoren auftritt, anzusehen. Denn die mechanische Über- 
lastbarkeit ist das Verhältnis des maximalen Drelimomentes 7M dem 
bei normaler Leistung. Sie gibt das Drehmoment an, das der Motor 
gerade noch Uberwältigen kann, ohne plolvlicik rtehen lo bleibeii| ana- 
gedrückt durch das normale Drdmioment. Bei einem Gleiehatrommotor 
gibt ea aber, soweit piaktiach au TerwirUichende Betriebasnatibide in 
Betracht kommen, kein Maximom fOr das Drehmoment. Dieses wachst 
fortirithrend mit dem Strome. Strmg genommen muß aber einmal bei 
einer anfierordentlich hohen Belastung ein Maximum des Drehmomentes 
auftreten wegen der Kückwirknng des Ankerstromes anf das magne- 
tische Feld, da das Drehmoment dem Produkt aus dem Strom und 
der Zahl der Kraftlinien, die den Anker durchsetzen, proportional ist. 
Dieses Maximum liefet jedoch anßerbaH) praktischer Möglichkeiten. 
Bei einem Gleicbstromrantor kann daher nur Yon einer thermischen 
Überlastbarkeit die Eede sein. 

7, Der yi'ifzl'ise Atikerstrom. — Der üesamtverlust ist die Diffe- 
renz zwischen Verbrauch imd Leistung: V — L. AVenn wir von dem 
Verbrauch T = A' • S die Stromwärme im Nebenschluß K-i abziehen. 
So erhalten wir die dem Anker zugelührte Leistung K{S — t). Ziehen 
wir hiervon noch die Stromwärme im Anker w{ß — if ah, so erhalten 
wir die Snnune «us der Leistung L und den medmnischen und magne- 
tiachen Veiliisten Ai 

K(8 - ») - w(Äf - = r+ ^, 

und wenn wir noch durch E = K — w\S — *) dividieren, so bekommen 
wir den nutzlosen Ankerstrom: 

(8) ^^z-i~8-i-y 
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oder den imtBloaeii Geaamtstoom: 

K E 

FtUr d«n beModereii Fall L=^0 (Leerlauf) wird 2: = j. Wir tind 
davon ausgegangen, daß dies auch f&r jedes L gelte. Es firagt Bich, 

mit welchem Recht. 

Der nächstliegende Weg, nm hierüber ein Urteil zu gewinnen, 
wäre natürlich, die eutsprecheiiden Verluste phvsikali^rli zu untersuchen 
und dann zu sehen, welchen tieaetzen sie tuigen. Diesen Weg wird 
unbedingt jeder eiuschiageu müssen, der Formen und Aljmeijsungen 
von Dynamomaschinen zweckmäßig bestimmen will. Da wir hier aber 
nicht diesen Zweck im Auge haben, so brauchen wir auch nicht dieses 
Vatfrlireiiy da« toia viel an weit fOlireii wttrde, aoanweiidaii. ISniga 
einfach« Yennieilie, die man leicht an d«r Hurtigen Mawfthine aasteUen 
bmiiy werden ons hinreidienden Anhalt fiir ein Urteil gehen. 

Der nntaloee Ankeratrom deckt dadnrofa die mechaniichen nnd 
mi^etischen Verluste, daß er im magnetieehen Felde ein Drehmometvt 
entwickelt. Zwischen dem nutzbaren Drehmoment nnd dem Dreh- 
moment, das znr Überwindimg der Reibungswiderstände erforderlidl 
ist, ist j;i auch physikalisch gar kein üntorschiod. Nun erzeugt eul 
ätrom üa, der durch die Ankerwicklung üießt, das Drehmoment 

1 

wo aUeBochitaben dieselbe Bedentnng haben, wie früher (Seite 128). (Die 
Bachiigkeit dieaea Ausdrucks wird dadurch bestätigt, daß die Leistimg 

zs 

st • 2äu = ESa ist.") ~ wird zuweilen als das Stromvolumen fZahl 

2 a 

der A iTi[n rdriihte) auf dem Anker bezeichnet.^) Für einen gegebenen 
Motor können wir daher schreiben 

wenUi wie fHlher, 

B^eFu 

g^tzt wird. Also wird auch der nutzlose Ankerstrom dem wider- 

1) Ans dieser Formel ersieht man nodt« daß man die Größe » iner Masdiine 
nicht nach ihrer normalen Leistung, sondern nur nach dem normalen Drehmoment 
tchätoeo kann. Denn nm eine bestimmte Zahl von KrafÜimea, wie um ein ge- 
gebema StromTolnmen imtenrabringeD, ist eine gewiaae Qtftße der Haschioe ei^ 
fordsriidL Die Leistaiig ist dagegen noch der Geachwindigkeit , mit der die 
KaidÜBe Uuft, pivpoztionaL 
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Furt Ehm: 



«tehenden Dreliraonient, das im Motor selbst Mitsteht, direkt und der 
Zahl der Kiiiitlinieu, die durch den Anker gehen, umgekehrt propor- 
tional sein. 

Bei wachsender Belastung des Motors wird das magnetische Feld 
i duich die Rückwirkung des AukertJtrouics geschwächt Dadurch 
ändert sich auch das widersteheoide Drehmoment, oder wie wir knn 
sagen woUeiiy das Widenbndamoment weil gleichzeitig sicherlich • 
weni^tens die inagiieti»dben Tediute abnehmen. Anfierdem kann aich 
bei waehaender Bdastong die Geaehwindigkeit dea Uotoia andern^ waa 
auch eine Änderung dea Wideratandamomentea X Teruraaichi^) 

8. Der ÄHhenbrom hei Leerlatrf. — Wie daa Widoratandamoment 
9 Ton der Geaehwindigkeit u und dem magnetiBdien Felde F ahhing^ 




Vtff. II. vt» lt. 



können wir offenbar am leiohteRten nm leprUinfenden Motor feststellen, 
indem wir einmal nur die (jreschwiudigkeit, das andere Mal nur das 
magnetische Feld sich ändern lassen. Solche Versuche hat schon 
Hummel*) augestellt. Sie ergeben, daß das VViderätaudMiiuii.*mt ii 
mit großer Annäifiirung eine lineare Funktion der Geaehwindigkeit ist: 

+ 

1) Wir setzen hier voraus — was bei den beutigen Motoren wohl ohne 
weiteres m\&mig ist — , daß ä'ic Hiirwh'n }>(n Bolastungsanfleninjren nicht ver- 
schoben zu werden brauchen. Bei mauchon iicfeheben vorbietet sich die« von 
•elbst (StraBeabahneOf Anfitfige). Der EtuflnB einer mUigen Bttn^imxüü/ümag 
auf onsere Ergebnisse ist auch gering. 

1) laekfawteohiiiMhe Zeitaohxift, 1891, 8. 616. 
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und da6 man — 9«) eiwft eiiier poMÜTeii Potonz TOn F proportio- 
nal aetseii kum*): 

Setmn wir y*' ^yu, so bekommen wir 

(9) ^ = % + yuF-+K 

Dnreh DiTiaion mit ~F eigibt nah der A»kmkom hei Leerimf 

(10) j^i^i'^l + y^i, j 

und durch Multiplikation mit der WinkelgesGhwindigkmt 2«u die ent- 
sprechende Leistimg 

(11) A - 2«(a,tt + ytt«f^+»). 

Es mnB A — E(J — i) nnd «nnShenid »neh — K{j — •) sein, weil 
der Spemnrngsreilnsty den der Ueine LeerboiMrom enengt, ra ver- 
nachlissigen sein wird. 
Setien wir 

^^^A mid ^yF-^B, 

so erhalten wir für konsUmie Enregiimg t : 

j-i^A + Bvi 

nnd 

A - cF{A}x 4- Äu«) 

(Abb. 11). Bei slirkerer BSrregnag wixd A U«ner, B aber gr9fier 
ansfidlen mtlssen (Abb. 12). 
Setaen wir andererseits 

und —yu^Q, 

ao bekommen wir für konstante GescJiwhidigkeit u: 

nnd 

A^eVL(P-{-QF*+^). 

Bei ganz schwachem Feld wird in dem Ausdruck iiir den Strom das 
zweite Glied gegen das erste verschwinden. Die Kurve muü also 



1; Mau bekoumit eine Kurve, die sich der eiupiriscliea ziemlich gut an- 
ichittieigt, «San maai « + 1 S wtrt. Dettmar teilt mit, dei er dmehweg 
fi + 1 — > geAudm bebe. (SleMKrteduuNhe Z«iiaeliiift i8M, 8. t54). 
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anfangs wie eine gleichseitige Hyperbel TerlAufen, also fallen (Abb. 13). 
Mit wachsendem Feld muß dann aber das zweite Glied ein ITber- 
gewicht gewinnen, dio Kurve also steigen. Dazwischen liegt natürlich 
ein Minimum. Physikalisch ist der Vorgang so zu denken, daß anfangs 
das ziemlieh konstante Widerstandsmoment der Keibnng vorherrscht, 
mit wa<di8endem Magnetismus aber auch die magnetischen Verluste 

(Hysteresis \md Wirbelströme) 
^ immer mehr in den Vordergrund 

treten. Fttr du Hinimimt von 
(j — t) wird 

und für ^-^0 

A — cuP. 

Der Vergleich beider Werte kann 
^ also zur Bestimmung tou n 

' IMirrKmffrmknimAiAtr ^ ^i«"*^"^' 

Fig. u. Aus dieseu Erfahrungstat- 

ndiea eehließen wir: Um merk- 

Udie prozentoBle Ändenugen des LeerUnfetroiiieB herrotsamfen, sind 

TeAMtttiwnftBig große prosentnale Ändenmgen der Oesehwüidigkeit 

oder des magneiiselieii Feldes erforderliclL 

9. Dm gMSMäm Ferli««<0. — Bei waduender Beiastnng moft 
jedeofidlB das Feld durch die RfiGkwirkimg des Askevstromee sb- 
neluneiL (Die Bflrsten werden ksum jemals bei allen Belartiu^fea in 
der neatnlen Zone stehen bleiben dürfen.') Welche Folge das fftr den 
nutzlosen Strom hat, läßt sich nicht allgemein sagen. Wenn der 
Motor schwach roagnetisiert ist, so wird der nutzlose Strom steigen 
(Abb. 13), wenn er sehr stark magnetisiert ist, etwas fallen. Die Än- 
derung wird umaerklich| wenn wir uns gerade in der Nahe des Mini- 
mums befinden. 

nutzlose Strom wiü hsi iuit der Geschwindigkeit (Abb. 11). 
Ob aber die Geschwindigkeit mit der Belastung steigt oder fällt, hängt 
von den mfiQI^ien Vethiltaissen ab. Denn fBor die Geschwindii^dt 
haben wir den Ansdrack 

" °" c c * F 

Da Zahler und Nenner zQ|^«di abndunw. — denn mit wachsendem 

S nimmt F wegen der Ankerrflckwirknng ab — , kann der Wert des 
Bmehes steigen, konstant bleiben oder fallen. Non ist aber bei dmi 
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modeziMii NebensehliißiiiaaolunQn immer der Anknrwidexsfcand imd der 
pronataale SpamurngBabfall im Anker bei nonnalem Strom klein gegen 
die Klenimenspamiimg und die Schenkelerregang groß gegen die rQek> 
wirkende Erregung des normalen Ankerstromee. Dnher werd«i nnr 
geringe Geschwindigkeitsanderungen zu erwarten sein. 

Es ergibt sich also, daß die FeldschwSchung und Gosehwindigkfits- 
änderuug nnr kleine Änderungen des nutzlosen Stromes zur Folge 
haben kann. 

Nun bewirkt aber der Ankerstrom bei Belastung des Motors nicht 
nur eine Schwächung, sondern auch eine Vtrzirniny des magnetischen 
Feldes. Die Anker-Amperwindungen suchen nämlich ein magnetischeB 
Feld m eizeagen, deseon ^aftlinien qner m dam ursprünglich«! Ter- 
laofen. Die Folge isti daB aidi bei Beburtniig die magnetiache neu* 
tnde Zone mu der ^mmetrielinie yeiecliiebi Dieee FeldTerEenrong 
können wir bei den Leerlanireraaeh«!! nicht nachahmen. Da wir dann 
eine inhomogene Erafblinienverteilung haben, so bekommen wir stellen- 
weise eine größere Kraftliniendichie, obgleich die Gesamtzahl der Kraft- 
linien zurflckgegangen ist. Die magnetischen Verluste hSngen aber 
gerade stark von der Kraftliiüeudiehte ab. Auf diese Weise bewirkt 
die Feldverzerrung bei niaurhen Motoren nun doch eine merkliche Zu- 
nahme des nutzlosen Aukerstrcnnes. Die Leistungäverlusto, die der 
Differenz £—j zwischen dem nutzlüsen Strom Z bei Belastung und 
dem Leerlaufstrome j entsprechen, bezeichnet man als zusätzlicite Ver- 
luste. Die Ergebnisse Ton Versuchen zur Bestimmung dieser zusätz- 
lichen VezluBte lind von Kapp*) and von Dettmar^ verQffianilicht 
worden. 

Dem Leerlao&trome j entsprechen drei Arten von Yerlneten: Die 
Stromwanne im NebeoscJiliiß, die mechanieehe Beibnng nnd die Yer^ 

luste, die mit der Ummagnetisierung verknUpft sind (Hysteresis nnd 
Wirbclstrüme). Die sniBätslidi«!! Verluste sind offenbar als eine Ver- 
mehrung der letzten Art anzusehen. Auch diese Überlegung fuhrt 

uns 7n dem Schluß, daß wir in Wirklichkeit keine allzu groben Ab- 
weichunirpn vou unseren früheren Entwicklungen den belasteten 
Motor zu befürchten brauchen. 

Berlin, Janoar 190S. 

1) Elekirotecbuische Zeitschrift 1891, S. 554. 
ElektoitMhmaehe SMtMhijft 1898, S. 868. 
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S. GciTDBLFnTOBB: 



Ü1»r oine fbndamdntale kaMsche Glolclniiig der Theoiia 

motus Gorp. coel. von Gaufi. 

Von S. GmiDELFDron in Darmstadt. 

1. In tler ScheringsclieD Ausgabe der „Theoria motus (?orporum 
coelestium'* vom JaLre 1871 üiideii sich auf Seite 2Sii zu Art. ^2 auf 
Gruud einer handsehriftlichen Aufzeichnung vou Gauß ohne Beweis 
die ausführlichen Kriterien für die Anzahl positiver oder negativer 
Wurzeln der Gleichung 

a;» + - + ^ = 0, 

welche Gleichung für die eUiptisdie und hTperbolische Bewegung 
fimdemeatal iei 

Bei niherem Eingehen anf die GRii0Mliai Titanen erkennt man, 

daB dieselben leicht vermittelst des Sturmschen Theorems gewonnen 
werden.') Da die übersichtliche Anordnung der Rechnung geradeani 
ein mnstergiltiges Beispiel für die Anwendung des Sturmschen 
Satzes auf Gleichungen mit einem veriind er liehen Parameter H bildet, 
und da überdies von (rriuB die AnsnaliinefÜlIf» nicht heriicksichtigt 
worden sind, so hat es vicüeicht einiges Interesse, die tolgende, vou 
mir seit bald 30 Jahren in meinen Vortragen gegebene Darstellung 
hier mitzuteilen. 

2. Setzt man 

1) Ann JlnßorOD wie inneren Gründen Btlieint Gauß gleichfalls den hier mit- 
geteilten Weg eiog8«oblagen zu haben. Im Anfang des dritten Jahxxehnts dee 
vorigen Jahrhunderts hat Gauft sich wieder iDtensivtt mt die Theorie der 
gebraiseheit Gkiehungea beedAftigt: wie die Anseige von Fouriers Analyse des 
e^inations determin«5efl und mehrere Mitteünn^ifen an Schnmacher beweisen. 
(Briefwechsel, hgg. von Peters, Band II, S. 228, Z ü-'i v. u.; m, 68—6«; 
72, Z. Ulf.) Gerade die Stellen in m deuten darauf hin, daß Gauß das ihm 
stets nahe liegende inndamentale Beispiel der Th. mot rar Unterraduuig seiner 
Ansicht benütst hat, ,,daB es einen in der Natur der Sache liegenden allgemeinen 
willkflrfreien Zn^mmineiihanp Kwnschen <lcn eiir/.ehum critischen Puncten und den 
einzelnen Paaren von imaginären Wurzeln gar nicht gibt". Überdies war e« die 
Gepflogenheit des großen Ifathematiken, neue Aibeitee tod Belang an -wichtigen, 
ihm ?on Mher her bekannten Bei^den sn erproben. 
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•0 findet man aof Grund des Sturm sehen Schemas 

{/.-.H|(8ir+l)»-(9Jff+2)) 

wobei if^ und die Woizeln der quadratischen Gleichung 

9ä»-8ä-1-0, 

so daß 

TT ^+1^ TT ^-V^ TT TT ^ 

Bei der hier gegebenen Form von ^ leep. h«t man TOilier mit dem 
poeitiTen Faktor 9 reep. (3^+ 1)* mnltipünert 

8. JumahmeßaXe, — a) Wemi 8^+ 1^0, H^^i, wird 
1^ 1« 8(jB + 1)*, 10 daB die Sturm eohe Kette steh auf das Fonktionen- 
paar f und reduzierL Ba/ftrrr — — cx>, 0 und + oo leap. die 
Toxzeiehen — und + annimmt, wahrend beatindig poaitiT bleibt, 
so kann nur eine einzige positiTe Wurzel Torhanden aein. In der Tat 
wird iltr iT-B — ^ die Gleichung von der Form: 

(»+♦)•-*. 

b) Die Diskriminante versch windet, wenn // = 0 oder // 11^ 
resp. = H^. Für U=() wird die kubische üleichung a^(.r + 1) = 0. 

Wenn H H^, bestimmt .nich die Doppelwurzel x nach dem 
Schema (S) auf Grund von fi = 0 aus » 0, d. h. 

Wegen Hiff^ =- — | ist die JDogpdu c mwd ^ekk — S^. Die emfaehe 
WuTäd ist ^akk: 

-iSr.Hl |5»:(Äffl5)--9J^. 

Analog wird für II die iiopptjlwiureel gleidi — und die ein- 

fache Wurzel — 9jBf|. 

4. Nach Erledigung dieser Ausnaiimefiille wird die An/rihl nega- 
tiver und positiver Wurzeln aus dem Systeme der i'uiiktKnien /, fy, 
f^y fg auf Grund der Anzahl verlorener Zeichen Wechsel (^Z. W.) beim 
Übergang von x' ^ — ou bis 0, resp. von 0 bis -f nach bekaimtem 
Schema bestimmt. 

10* 
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A) H> 0. 

L H zwischen 0 und H^. IL H zwischen fl, und -|- oo. 
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1 u^. und 2 ünag. Wuneln. 1 neg. und 2 pos. Woneln. 



B) ff<0. 
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2 neg. und 1 pos. Wurzel. 1 pos. und 2 imag. Wurzeln. 



Dannstadt, 4. Januar 1908. 



' BBmerkimg zu der yorstehenden Note des Herrn 

S. Gimdeliinger. 

Von E. Laufs in Barim. 

Zwar ISBt aich nidit feststellen, wann Oanft den handschriftlichen 
Zosate an dar von Hann Gundelfinger diskutierten kubiaehan 61ei> 

chung gemncht hat; wenn man aber berücksichtigt, daß Sturm seinen 
Satz erst l Si?l< ohiu» Beweis veröffentlicht hat (der Bewcig wTirde 1>^32 
bekannt gegeben ), und daü die Theoria niotu8 schon i.^dl) ge(h-uckt 
wurde, so seheiut es natürlich, die Quelle der (iaubschen Ajigabeu in 
der bekannten algebraischen Losung der kubischen Gleichungen zu 
suchen, welche aUe Eigenschaften der Wurzeln enthlÜleu muß. Hierbei 
kann man etwa folgenden Weg einschlagen. 



1) Zum Fülle lY beauhtu iuad, d&B S//, -f 1 noch positiv, dafi dagegen 
iH'^ 1 bei weiteiw AInaluiie ▼on H beim Dnidigaiig von H. dureh dea Wert 
— 4 negativ irizd. 
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Man Mim ia der xa vitenaeliendeik Gleiolraiig " 

(1) a!» + a;"-ir« + iff-.0 
a!«3f — I, 80 geht (1) über in 

(2) y' = (Ä+i)y-i(6Ä+i). 

Nnn wird die Lösimg y<m — + B durch die Fonnel 

gegeben, wo ^ (Piflkrimmaate Ton (1) und (2)] geedirieben irt für 
JSß'^^A*. hk niimram Falle wird 

^-A(6j+iy- ^(3^+1)« 

oder 

(3) J^- i,H{H- H.VH- H,), 

wo und die Wunelii der qoadratischea Gleichung 1 + dH— 911*^ 0 
sindf d. h. 

In den diei FSUen B-'O, ff^, H= hentit also die Oleichnng (2) 
»wei Reiche Wuraeln, deren Wert — — iiA, oder = — YiÄ, wo 
)/[^ gleiehea Yoneicheii mit B hat Fflr J?«- 1^ ist die Doppel- 
wtuxel aleo 

y-i(i-y5), « — i(i+yS) — 

&a H^H^ ist 

sr-i(i + y5), «-i(-i+y5) — Ä». 

Ans der Form (B) ftr ^ erkennt man eoforl^ da% wenn JET in den 
Intfisrvallen liegfc: 

«)(-<».. .Ä,); ^)(fii---o), y)(o. d)(B;...oo), 

das Vorzeichen Ton J wird 

«) +, « r) +> — 

Daher und svei Wnndn Ton (1) in den I%Qen cc) nnd f) imaginSr, 
eine reell; in den lallen ß) und d) sind alle drei Wmnebi reell. 

Da nnn das Rrodnkt aUer dni Wunsein ^x^ »x^ gleich — \H vk, 
BO folgl^ wenn z.'B. und x^ konjagiert komplex sind, • positiv, 
also sr, von entgegengesetetein Vorzeichen wie ^ d. h. die reelle Wunel 
iel poaiÜT im Falle a), ne|pitiT im Falle y). 
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Sind afle drei Wnraela reell, so kann Tnan ihre Vorzeichen aus 
der bekannten Zeichenrcp^el von Descartes liestiiimuni. Ist H negativ, 
80 sind tlip Vorzeichen der Glieder in i l): + -f -f — ; man hat 
zwei Zeichcufülgeu, einen Zeichenwechsel, also zwei negatdve und eine 
positive Wurzel im Falle ß). Ist H positiv, so ergeben sich die Vor- 

leichen: + H somit eine Znehanfolge und zwei Zeicbenweclisely 

folgUch sind im Falle K) zwei WutmIb positiT and eine negativ. 

Fflr jedes der InterTaUe «e), y), Ifj laBt tich aadi der SSahl* 
bereieh jeder einsdnen Wurzel bestimmen, wie ich dieses an vielen 
Beispielen in dem BQchelchen gezeigt habe: „Geometrische Angaben 
za den kabischen Gleichungen". Berlin, 1877. Diese Schrift wurde 
gerade zu dem Zwecke veröffentlicht^ damit die kabischen Gleichungen, 
anf welclie viele Auigalxm führen, nicht bloß nnmeriscb gelöst^ sondern 
zur Determination der Aufgaben benatsct werden. 

Berlin, den 10. Janoar 1903. 



Digitized by Google 



Eezensionen. 



E. BoncM et du ie Cemlimvne. TnlM d« gtfomMo. 7* Aflitioiu 

Poris 1900, Gauthier- VUlars. XLU -|- Ö48 + 664 8. 17 fr. 

Das Torliegende für den elemeotargeonietrischeD TTntem'cht an don 
Schulen Frankreichs grundlegende Werk ist in siebenter Aull agc erschienen! 
Es bietet das Pensum der ebenen und räumlichen Geometrie in einer Fülle 
und Vollendung, wie es an dentsehm Schalen wohl kaiun erledigt werden 
kann. Eigentümlich sind dem Werke die zahlreichen Ausblicke, welche auf 
die verschiedenen Teil*» der höheren Geometrie geboten werden. So ist d«m 
ersten Teil (S. 1 — 548) eine 42 Seiten lange historiliche Darstellung vor- 
«ngesehiekk; angehängt sind ihm 1) ein Anftats tther die nenere Dreieeks- 
geometrie, den der lun ihren Ausbau hochverdiente Lütticher Ifothonatiker 
J. Neuberg verfaßt hat, 2) der Hilbert selie Beweis für die Tr.inscf eden-^ der 
Zahl iCy 3) eine Notiz über die Geometrographie aus der Feder ihres Erüuders 
E. Lemoine, desselben Mathematikers, wddier der tienarm DmeeksgeometHe 
dm Änetoß m ihrer Entwicklung gegeben hat. Der zweite Teil (8. 1 — 664) 
enthält Tin -Ii dem stereometrischen Pensum die allgemeine Theorie der 
Kegelsehnitte und Oberflächen zweiter Ordnung und in Anhängen l) eine 
Üoüi über die Anwendung der Determinanten aul' die Geumetrie, 2) eine 
Notis Ikber die linearen imd quadratisdien Transformationen sowie — was 
wieder aus der Feder von Herrn Neuberg stammt — über die einem 
Dreieck adjungierten Kegelschnitte, 3) eine Abhandlung von Herrn Neuberg 
über die neuere Geometrie des Tetraeders imd 4) einen Auisatz über die 
Niebt-EnkHdiBche Geometrie ans d«* Feder des Henn H. Poinear^. 

AuBerdetn bieten beide Teile eine groBe Menge von Furagen und Auf- 
gaben im Anschluß an die einzelnen Pensen. 

Im einzelnen sei noch auf die elegante und allgeuieine Lüsung von Herrn 
Fouche zum Apollonischen Berflhmngsproblem aufimerksam gemacht, welche 
die Betrachtung der einzelnen speziellen FSlIe ttberflflssig macht, sowie auf 
ein Versehen in dem Kapitel 1180 über die ühnHelien und ühnüch liegenden 
Kegelschnitte, welches darin besteht, daß die Detiuition: „Zwei ähnliche und 
ähnlich liegende Kegelschuiittj habtiu im Unendlichen eine gemeinsame Sehne'' 
auch umgekehrt als richtig hingesteUt wird (vgl. B. Müller, Arch. (3) 2, 
349—844). 

Beriin. £, Jahmkb. 
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Müller, Bnltlii und Maiwald. KttrzRofaßtes Lehrbuch der Mathe- 
matik für Seminare und Pr&parandenanstalten. Unter Zagrunde- 
legung des Ijehrbuchs Ton Hck Mfiller: Die Mathematik auf den 
Gymnasien nnd BealBchulen, Teil I B, lun h Jen Lehrpliinen von 1901 
für Sfiiiinarc n. s. w. boarlicitKt von K. Baltiii und W. Maiwald. 
Leipzig' u. Heiiin, 19ül>. B (J. Teubner. Mk. L\l>0. 

Mfiller^ Baltiu und Maiwald. Sammlung von Aufgaben aus der 
^xtaMBuHSkt Trigonometrie und Btere<nn«tiie mit lalilxetoliea 
AnwendimgMi aue der Slanimetrie und ShyBik für Seminare und 
Fräparandenanstalten. Unter Zugriindolpfrnngr ^or Müller-K utnews- 
kyschen Autgabensanunlong, Teil I, nach den preufsiscben Lehrplänen 
von 1901 bearbeitet von R. Baltin und W. Maiwald. Leipzig u. 
BerliBf 1909. B. G. Teubner. Mt 8,00. 

Das Lebrbucb weicht von dem zugrunde gelegten Müllorsrhen, ftber 
welches im Archiv (3) 3, 7 berichtet ist, nur in prprin^'ein Maße ah. Die 
Umgestaltungen schließen sich durchweg an den zweiten Teil des Müller- 
schen Lehrbuches an. Kef. Icann sich diaher darauf beschränken festzustellen, 
daß das vorliegende Lehrb«»^ altes wOnsebeBwerte Material voHsttndig 
enthSlt. 

Die Aufgabensammlung weicht in Einzelnheiten von der zugrunde 
gelegten Mülle r-Kutnewsky sehen vielfach ab, indem einige Gebiete be- 
sonders arithmetiBcbe, Kflnnngen, andere EnreitemngeD erftbren beben, 
namentlich die Auigaben der Zinaesnns- und Rentenrechnung, der Trigonu- 
mc'frif^ nnä Sterpoinefrie. Durcbans zu billigen ist es, daß dip Aufgaben 
über Kettenbrücbc fortgelassen sind. Recht praktisch ist die Uinzufügung 
von Übungen in der Benntsnng der Logarithmen- nnd trigonometrisdien 
Tafeln. Falls man wflnackt, daß die Anfgabensainnilung auch Anleitungen 
zur I.^sunp Jpr Aufjraben enthalten soll, ist die Brauchbarkeit gpffirdert, 
indem vielfach durch starken Druck hervorgehobene Musterbeispiele zugefügt 
sind. Das Material der Sammlung ist ein reiches. 

Ref. kann Lebrbneh und Sammluig den Interessenteekreiseu wann 
empfehlen. 

SehOneberg b. Beriin. E. KoLuaOH. 



F. Pletisker und 0. Ffesler. Baxdegre AnffetebeneBimmTTmg Vene 

Ausgalit^ nach der 24. Auflage bearbeitet. Leipog und BerHs 1900, 

B. G. Teubner 

Neben der 24. Auflage dieses liplianntt^n Werks, an dem seit 1H71 
Generationen ihre ersten arithmotischen ätudien getrieben haben, ist fast 
gleichzeitig diese j^N^eue Ausgabe'' verSffentlieht worden. Den Bearbeiteni 
gebohrt Dank dafür, daß sie sich eutsolilofiBen haben, dem Buche eine Ge- 
stalt zu geben. wpL he den Anforderungen des gorrenwärtigen üntorrichts 
in stärkerem Maße gerecht wird, als es die alte Ausgabe noch leisten kann. 
Wenn auch an der äußeren Einteilung des Buchs kaum eine Änderung 
vorgenommen ist, so nuusht sieb doch Uberall der neue Geist fDhlbar. Gans 
besonders gilt dies fttr die Textaufgaben, welche den modernen Verhiltnissen 
angepaßt sind. 
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Den gleiebMitig«!! Oelnraneh beider Angaben haben die Yer&Mer da- 
durch erleichtert, daß da, wo es nötig ist, der neuen Nummer der Aufgabe 
die nlto liinzugefüd ist. Diese Maßre^'^l ist lirsoodeni auch för den Übergang 
TOn der alten zur neuen Ausgabe zweckmäliig. 

Berlin. H. Opitz. 



M. Sehnster. QeometnBChe Aufgaben und Lehrbucli der Geometrie 
iüz Mittelschulen. (Ausgabe C der „Geometrischen Autgaben"). 
B. G. Tenbner. Leipsig 1901. VIH o. 68. S. 8*. llk. 1,40. 

Bas Büchlein schließt sich eng an desselben Verjhssen „Geometrische 
Aufga>>en. Ein Ldir- und Übimgsbuch" an, erschienen hei dem gleirhon 

Verlage in den Ausn-aben A für Vnllanstalton und B für Progymnasien imd 
Ii«tii8chuleu. Ausgabe C ist uuter Mitwirkung vuu iierru Bieler bearbeitet 
und entsprioht ihrem besonderen Zweck dw^ans. Der Stoff dürfte aaeh 
dann ausreichen, wenn die Yeriiiltnine es gestatten, über das Hindestmafi 
im Pensum hinauszugehen. 

Die genaue Durchbildung des Methodischen, derart daß die Lehrsätze 
ans den Aufgaben entwickelt werden, ist gerade fOr Ausgabe 0 tqh be- 
sonderer Wichtigkeit. Die Darstellung ist fjcsi hiekt, die Anordnung klar. 
Henrorgehobcn sei die Benutzung des Prinzips der Dualität. 

Im Einzelnen wird „Strahl" S. 4 besser durch „Ualbstrahl'^ ersetzt 
Li n 5 b und 8 a muB es heiBen: n^u welcher irolleBt Stunde" statt 
„Um wieviel Uhr**. HI (das Dreieck) und \1 (Örter und Eongruenzs&tie) 
würde Rt'f. ongfr mit einander vorbinden und da!)oi den Becriff der not- 
wendigen Bestiiumungbslüfkf heran>ari)eiten. IX l'j b muls genauer hcifieu: 
„Wieviel dem Werte nach verschiedeue UmtangswinkelV* 

Bei mllKgem Preise ist die Ausstattung eine gute. Bef. kann das 
Bttddein empfälen. 

Sohltneberg. E. Kullbioh. 



Chr. 8i'hinehl. Die Algebra nnd algebraische Analysie mit Ein- 
aohlud einer elementaren Theorie der Determinanten in den 
obweii inawwn toh liShOMn Iiehraniiftalifcfwi, ittabewmdave dar 
Itealgymnaaian vmA Obemalaobiaan. GieBea 1901, S. Botfa. 286 8. 

Mk. 2,öO. 

Ein sehr ausführliches, für die oberen Kla.<isen der Realanstalten bestimmtos 
Lehrbuch. Die theoretischen Entwicklungen sind durch zahlreiche Beispiele 
eittatert, was das Buch auch fBr den Selbstunterricht geeignet erseheinen 
Iftftt Es entUlt mehr, als bei der auf den Schulen verfügbaren Zeit durch- 
gfarheitot , manches (naniontli<h auf dem Gebiete der Kombinat ionslohro), 
was recht wohl entbehrt werden kann, Die Verwendung von Determinanten 
hält auch Belarent, wenigstens auf Oberrealschulen, für wünschenswert, nur 
sieht er es vor, bei der ersten Einftthmng auf kambinatoriscbe Betraehtnngen 
über gerade und nngerade Permutationen zu verzichten un*l lieher von der 
Anflösnn>7 linearer üieichungen mit njehreren Unlifkannten aus/.u^M'hen. auch 
sich auf Determinanten zweiter hi» vierter Ordnung zu beschränken, diu für 
die analjtiaeha Geometrie ja ToUkommen aasrsiohen. Was BinseUieiten 
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angeht, so möge nur bemerkt werden, dafi man bei der Behandlung der 
bischen Gleichungen lipute nicht mehr sagen darf, es sei (im Falle einer 
negativen Diskriminante) noch kein Mittel gefunden^ um auf algebraisehem 
Wege die ima^Sre Vorm der Cardanischai AnflOsanf auf «ne reelle m 
reduzieren^ nadidem bereits vor zehn Jahren mehrere Mathematikfr (Holder, 
MnUnine^ Kneser) streng naohgfwieson haben, daß eino solche Reduktion 
uniuügUch iät. Da ausführlich davon die Rede ist, daB eine rationale Wurzel 
auch als Summe swner irrationalen Zahlen erscheinen kann, hätte wohl auch 
das einfiache Eummersdie Kriterium dalBr mitgeletlt weiden kOnneo, daB 
im Falle einer ratioiialeii Wntael jeder der heiden Smmnaaden ratioMl ist 
Berlin. C. Fanum. 



Edward V. Hlintingtou. über die Grund-Operationen an abaoluten 
und komplexen Oröfien in geometriaolier Behandlung. Inaugural- 
diaswtation, 8tra0biii|f, 1901. Braunaehweig, Friedr. Yieweg i Sohn. 

Eine ausführlichf^ Theorip d^r reellen nnd TcottipT'^vrn firößen, wie sie 
etwa in Stolz' Vorlesungen über allgemeine Ahthiuetik zu hnden ist, nur 
daß flberall fSr >bioliite reelle Zahl** ^solnte Strecke'*, fitr komplexe und 
positive oder negative reelle Zahl „Vektor" gesagt wird, wobei das Wort 
„Vektor" nicht etwa im G raßniann-H aniiltonsthen Sinn zu nehnu-n ist. 
Welchen Vürtcil der Ersatz der Zahlen durch Strecken bieten soll, ist nicht 
recht ersichtlich, weil ja auch bei seiner Behaudlungsweise der Verfasser es 
nidit vwmeiden kann, den Chrensweirt einer unbegrenzt fbotsetzbaren Folge 
von Strecken, ganz analog den Gantorsehen Zahlenfolgm, einzuführen. 

Berlin. C. FAEBsn. 



Kitt. Moritz. Grundlinien der politischen Arithmetik. Zum (ilpbraiiche 
au Handelsakademien, Höh. liaadelslehranstait«D und ^um Selbstunter- 
richte. L Teil. SSnaeerins- und Bentenreehnnag. IV u. 78 6. IL TeiL 
Tabellen 29 S. Wien, 1901. Verlag von Karl Gräser u. Co. gr. 8®. Mk.8. • 
Die Zahl der Lehrbücher, die frlr den Unterricht in der Rentenrechnnng 
auf der höh. Handelsschule für die Hand des Schülers zu Gebote stehen, 
ist eine recht geringe, da die meisten aueh der elementer gehaltenen Bfleher 
weit Uber das Ziel hmausgehen, das man bei der beschrftnkten Zeit des 
Unterrichts erreichen kann, wührend in den auf unseren Gymnasien gebraiiehton 
Tiphrbnchem die politische Arithinetik nur |,'Pstreift wird. Da lie^ uns 
nun ein Buch vor, das sich genau dem Uoterriehte anschließt., in uiniacher 
klarer Weise die Formeln ableitet nnd in 100 teils ▼9Uig duiehgeredmeten, 
teils für Ausrechnung dttieik die Schttler bestimmten Aufgaben den gewonnenen 
Stoff verarbeitet und so zum geistigen Fipentum des Schülers macht. Das 
Werkchen besteht aus 2 Teilen, von denen der zweite die zur Berechnung 

nötigen Tabellen — log(l -f und log(l - j^) von y//, bis 10 7,, 

+ für p von V4 bis 10, Ar m TOn 1 bis 60 auf 8 Deomalstellen, 

Sterbetafeln und Gmndreclmmigett zur Beieobnnng dar Lsibreaten und 
Anwartochaften naeb den 4 vorher angegebenen Sterbetafebi — enthUt 
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Im ersten Teile befinden sich die Entwickelangen nnd Angaben, zunächst 

•über die oinfache Zinseszinsrochnung und Zeitrentfnrechmmg, d. h. Renten, 
die filr eine bestimmte Anzahl von Jahren ausgezahlt werden. Das liuch 
beschäftigt sich dann mit den Anieiheu, der Berechnung der Annuitäten, 
d. i d«r gleiflhblAibeiiden Betrige, die jedes Jahr nur Yenmtiuig nnd Amor' 
tisation aufgewendet werden müssen, und der Aufistellang der daraus hervor- 
gehenden Tilgungsplane. Vor dem Eingehen auf die Lehensrentfln wird das 
Nötigste aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung abgeleitet und aiü die Sterblich- 
keitrtafeln angewendet Von den Benten werden nur beliandelt die Lebens- 
Tente gegen einmalige Einzahlung einer Summe und die anfgeechobene Rente 
gegen Prämienzahlung bis zum Beginn des Hentenhezugs, wohei aher aiu^h 
die Främieureserve berficksichtigt wird. Die letzten Seiten sind den Ablebens- 
veineheningen, den Anwartschaften, wie der Verf. sie nennt, gewidmet, 
wobei nur die Nettoprimie einer einfeehen Lebenaverridkernng beredmet wird. 

Für Rc'hulen, die sich etwas eingehender mit Rentenrechnung heschäftigen, 
insbesondere für höhere irimdelslehranstaltt'n, ist das Buch überaus brauchbar. 

Zum Schluß sei noch ein kleines Slonitum gestattet Als Formel /.ur 

Kontrolle des Tilgungsplanes ist angegeben: C — wobei da£ n 

im Zähler die Zeit bis zum lionti-ollierten Jahr, das n im Nenner die Tilgungs- 
dauer bezeichnet. Das ist uri-tatthaft und erzeugt Verwimulgi und es 
müßte das n im Zähler etwa dmch n' ersetzt werden. 

GhemmiB. E. Wiliam». 



SlmOB, Kax. AjulytlMihe GMiiieCile daa 'ft—*"*— Leipzig, Gseehen. 
t. Teü Oeiads, Ebene, Kugel. 1900. 152 S. 4 2. Teil Die 

Flächen zweiten Grades. 1901. 176 8. 4,40 (Sanunliuig Schubert 

TX u. XXV). 

In der „Sammlang Göschen'* erschien vom Ver&sser „Ansdytische 
Geotnetrie des Banmes", die Ton Herrn M. Cantor'in der Zeitschrift fOr 
Mathematik u. Physik (44. Bd. 1899, pag. 79) besprochen wurde. Ans 

dieser kleineren Arbeit ist die uns vorliegende umfangi'eichere hpr\'orpegangen. 
Der Gang der Darstellung ist derselbe geblieben, doch ist der Ötoff Überall 
tiefer lud aiuftUirlicihsr behandelt, außerdem ist dn reicbes Anfgaben- 
material beigefBgt» In den ersten ^piteln dient dieses hauptsächlich dazu, 
den Leser mit dem Rerhenverfahren vertraut zu machen und ihn in die 
Beweisniethode einzuführen, wobei die Lösung nicht gegeben oder doch nur 
angedeutet ist Zu einem gründlichen Eindringen in die analytische Geometrie 
des Baumes ist die Beaibeitong sdeher Aufgaben unerlAfllidi, und da man 
sich auf unseren Gymnasien und Realgymnasien auf die analytische Geometrie 
der PJbene beschrfinkt, so ist gerade hier die HinzitfÜgung von zahlreichen 
Aufgaben nicht zu entbehren. In den späteren Kapiteln wird die Autgaben- 
stellung ansBiMeBfieher angewendet, auch sur E^twidkelung der l%eorie, 
und da sind dann die Lösungen vollständig gegeben oder ausfOhrlicher 
behandelt; docli fehlt es axich hier nicht an eigentlichem fljungi^mritprial. 

Der erste Band behandelt die Koordinaten, Ebene und Gerade, den 
linearen Komplex, des Dnalitfttsprindp, die KoordiDatentransfonnation, bei 
dar nun aueh die Eulersdiea FonnelB angegeben smd, und die Kogel mit 
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dem linearen EngelkomploE und der Inversion. Der zweite Band, der sioih 
vielfach an Rpyp anlrhnt, aber ancli die schönen Untersuchungen des Herrn 
Staude berücksichtigt, beschäftigt sieb mit den Fl&cben zweiten 6rad^ in 
allgemeiner und spezieller Behandlung. 

Das W«rk enfhUt alles, was man bei einer elementaapoi EinflUming 
in die analytische Geometrie des Raumes wünschen kann, die Darstellung 
ist klar und leichtfaSlich, so daß das Buch zum Studium aufs angelegent* 
lichste empfohlen werden kann. Die Detenninantenrechnung ist nicht, wie 
in dem Udnenn Werke ▼ermied«!, wenn die betr. Sltse aiieh immer noeb 
obne Zuhilfenahme derselben bewiesen werden, lüt der Beseidmnng \ab*\ 

für l^^'l hat sieb Beferent redit wohl befrennden kOnnen, da sie sebr kon 
und lÜHnsicbtliob ist 

Qiemniis. H. Willobodw 

Jm. Diekmann. Eoppes Geometrie zum Gtebrauohe an höheren 
Unterriohtsanstalten. 19. Auflage (3. Aufl. der neuen BearbeitnnpV 
I. Teil Planimetrie. Ausgabe ftlr Gymnasien. E.«?sen, G. D. Bädeker, 1902. 

Von der Koppescheu Geometrie, deren erste Auilage 1836 erschienen 
ist^ liegt ims der erste Teil in Neuanilage vor, d«r inlUge der nenen Lehr- 

plänp von 1901 eine Änderung in der Verteilung des Stoffes erfahren hat« 
indem die Planimetrie, Tri^'onometrip und Stereometrie nun in je einen Band 
zusammengefaßt werden. Das Werk ist wohl das &lteste der heute ge- 
brauchten LebrbQcber der Flammetrie (Kambly erschien 18ö0), und die 
stets wieder erfolgende Neuauflegung beweist die hohe Brauchbarkeit des 
Buches. Dabei lehrt ein Verirleiih f^r versehiecfeneu Auflagen, daß das 
Werk mit der Entwicklimg der mathematischen Methodik stetig fortgeschritten 
ist, und dafi es besonders duicb den verdienten Herausgeber mannigfadie 
Wandlung erfahren hat Auch in dieser Auflage ist die bessernde Hand 
zu erkennen: eine Anzahl .\ufgabf-'ii wunle liiir/ugcfügt, in denen die Kr'^i<^- 
lehre auf bekannte ornamentale Forniiu angewendet wird, da< Übungs- 
material für Konstruktiousautgaben mit aigebraiseher Aualysii» wuide vermehii 
und dieses Kapitel nigleicib eingehender bebandeltj und einige Taldn geben 
uns „die Konstraktion einer Reihe von typiscben Aufgaben in ihren lügumi 
anf Gnind neuerer An8ofaaouDgen*^ 

Chemnitz. H. Willgbod. 



Großmann, Wilhelm. Versiohenmgsmathematik. (Sammlung SdinberL 
XXY Ivcipzig, C T Göschen. 1902. 8<*. VT u. 218 S. 5 

Durch die immfir weitere Ausdehnung de*; Vei-^ielieiungswesens, besonders 
auch durch den Ausbau der Arbeitcrfüisorge, wird dem Versicherungswesen 
stetig grSBeres Interesse dargebraebt« und die 2^1 derer nimmt betriehtiieh 
zu, die sich mit den mathematischen Grundlagen desselben bekannt zu 
machen wünschen. Da ist denn die Herausgabe eines Werkes mit Freuden 
zu begrüßen, das in reicher Vollständigkeit alle hierher gehörigen Fragen 
behandelt, und zwar in einer so einfachen und klaren Weise, daft auch der 
mathematSseb weniger Geschulte sehr wohl das gesamte Budli mit vollem 
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Verständnis dorchzuarbeitan und damit in den fttr viele etwas spfOdm 
Stoff einzudringen vermag. 

Vorausgesetzt wird nur die Kenntnis der geometrischen Reihe und der 
Btslettmig in die WalondifliiiHeUraiimchniing; ja die Formeln sind audi 

noch auf einem Wege abgeleitet, boi dem die letztere zu entbehren ist. 
Nach einem einleitenden Abschnitt über Zeitrenten und Sterblichkcitstafeln 
werden in dem zweiten Abschnitt „Versicherung einfacher Leben" die Eimnal- 
prtmien der Erleben*- nnd BentenTeraielienmg bewmders Mogeliend hehandeiti 
£s kommen nach einander ziu* Berecbnang die Prämien der Erlebena- 
versicherung, der Leibrenten, der a,ufge8chobenen Leibrenten, der kurren 
Leibrenten, der autgeschobenen temporären Renten, der Altersrenten, der 
steigenden Benttta nad swar der lebenslKngUch steigenden Renten, der eine 
Aniahl von Jahren steigenden und dann konstant bleibenden Beuten, der 
eine Anzahl von Jahi-en hindurch steigenden und diinn aufhörenden Renten 
und der aufgeschobenen steigenden Kenten. Aul die jährlich zu zahlenden 
Beuten werden sodann die untcijährigen oder terminweisen Benten zurück- 
gefttkrt, die in kleineren Terminen wiedericelirend geahlt werden, und iwar 
geschieht die Berechnimg sowohl nach Van Heers Methode als auch imter 
der Annahme des gleichmäßigen Absterbens innerhalb eines Jahres. Wahrend 
das Resultat der eisteren vom Zinsfuße ganz unabhängig ist, ändert sieh 
das der «weiten mit diesem. 

Ln zweiten Kapitel werden die Einmal-Prämien der Ablebensversichemng 
abgeleitet, wieder für die verscbicdeuen Fälle der einfachen AMf^pnsver- 
sicherung, der Ablebensversicheruug mit Karenz, der kurzen 1 odcätaliver- 
siebwvng und der allgemeinsten Fom der Lebensrersiolierung, daB für 
jeden Sterbefall in einem bestimmten Jahre eine bestimmte Summe zu zahlen 
ist. Den Schluß bildet die Ablebensversicberung mit sofortiger Auszahlung 
nach erfolgtem Tode. Die Berechnung aller verschiedenen möglichen Arten 
von Benten, von denen manche in der Praxis gar nicht vorkommen, hat 
für die Folge den Vorteil, alle weiteren Fragen auf einfiM^ Weise dadureh 
behandeln zu können, daß sie auf eine oder mehrere Renten- bez. Ver- 
sicherungsarten zurückgeführt werden. Nicht wenig tragen zu der leicht 
verstandlichen und übersichtlichen Art der Darstellung die vorteilhaften 
Beieicfannngen bei. Leider herradfatt ja bis jetst in den LebrbQchem der 
Veisidiemngsmathematik eine allgemeine Übereinstimmung in dieser Be- 
ziehung nicht, und es wäre wünschenswert, wenn die Bezeichnung.<rweise des 
vorliegenden Werkes aügemciu Eingang lande. Am meisten werden die- 
jenigen der dentseben Versidierangsanstalten angewendet, die man nun 
größten TeOe in dem vielgebrauchten Weike Zillmers „Die mathematischen 
Eechnungon bei Lebens- und Rentenversicherungen" findet. Der Verfasser 
folgt derselben vielfach; wo eine Abweichung ertblgt, ist die Bezeichnung 
unseres Buches übersichtlicher, und außerdem ist das behandelte Gebiet 
Ider wesentlidi gröller als dort 

Im dritten Kapitel wird die Eimnal Priiniic der gemischten Versiehening 
oder der abgekür7.1:.pn Lebensversicherung, wie sie meist genannt wird, 
berechnet, der Art, die von den Ablebonsversicheruugeu jet/t wubl am meisten 
in Betnuiit kommt, bei welcher das Kapital bei Enreichong eines bestimmten 
Lebensalters ausgezahlt wird, bei frühcrem Tode aber zur Zeit des Ablebens. 
Bei dem folgenden Kapitel, der Berechnung der Jahrespriünienf traten die 
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YorsOgo des Buches gtu lieeoiideta berror. Alle Arten werden abgeleitet 



aus der oinfachen BesMlning = * -K^t wo die Einmal-Prümie 
irgend einer Vexsidierangsart, die Jaliresprimie und irgend eine Benten- 

art die Art der Zahlung der Jahresprämie ist. In Kapitel Y wird die 
BnittopriLmie aus der Nettopramie bestimmt Bodann werden die Gegen- 
▼eraicherung und die Prämienrückgewähr behandelt Bei der üegenversieherung 
werden die fllr die Hauptrattiohenuig gez^ten Fkinden snrttckgezahlt, faUa 
die Anstalt wegen vorzeitigou Ablebens des Versicherten uu d> us> Iben keine 
Zahlung leistet, bei der I'riiruipnrtlckgewahr in demselben Falln sämtliche 
Prämien. Auch die Berechnung der Prämienreserve, mit der sich das 
Vlli. Kapitel beecUUtigt, ist nach den' bisherigen DnrehfBhrongen einfach. 
ZnnSdwt wird xwisehen relroflpeldiiver und praepektiTer PrftioienreserTe 
unt«rscliieden, gezeigt, daB beide gleich sind, und sodann werden beide 
berechnet, wie zuletzt auch die Zi Ilm ersehe Pramienrescnre. Zillmer geht 
bekanntlich von der Voraussetzung aus, die Jahru& - Netto -Prämien irgend 
ffiber Vernchening amen erat vem S. Jabre eogefangen einander gleich, 
während die Jahres -Netto -Prämie des 1. Jahres um einen Betrag A geringer 
sei, der zur Bestreitung der Kosten der Versichenings-Aiifnahme dient. 

Für die Aufstellung der Bilanz einer Versicherungsanstalt ist es bec^uamer, 
die Prlmienreserve nicht fttr jeden einzelnen der Teisiolierten gesondert xn 
berechnen, sondern die Bestimmung durch Gmppettreefannng n Tereinfaehen. 
Auch dafür werden die Formeln aufgestellt. 

l>er dritte Abschnitt beschäitigt sich mit der Versicherung verbundener 
Leben, den Verbindungsrenten, der einseitigen Überlebensrente (Witwen- 
nnd Wusen-Pension) nnd den Tersohiedenen AblebMMTnaicliemngen. Es 
werden wieder zunächst die Einmal-Frtmien, dann die Jahresprimien nnd 
die Prämienreserven bestimmt. 

Liegen fOr die Benten- und Ablebensversicherung mehrere zuverlässige 
Sterblidükeitetafeln Tor, TOn denen in nnserem Bndie die TaM der 2S deutschen 
Gesellschaften für normale Leben mit vollständiger ärztlidier Untersuchung, 
die Tafel der 17 englischen Gesellschaften, bei der Männer und Frauen 
nicht getrennt sind, und die Brunesche Tatel aufgenommen sind, so sind 
fitr £e nun folgende InvalidenTersiehemng wohl nur die Tabellen yon 
Karl He jm nach den Beobachtungen der Leipziger Kranken-, Livaliden- und 
Lebensversicherung „Gegenseitigkeit" und die Zimmermann sehe Tabelle für 
die nicht 7um Zugpersonal gehörenden aktiven Eisenbahnbeamten vorhanden, 
welche letztere den Berechnungen des Buches ^u Grunde gelegt ist Erst 
wenn unsere Lmdiditäte- und Altersverneberung längere Z«lt in Geltung 
gewesen sein wird, werden wir für diesen Fall Tafeln haben, die den 
Sterblichkeitstafeln an die Seite zu stellm sind. Nach der Berechnung der 
Aktiven- und Livalidenrente, d. h. dem gegenwärtigen Werte einer Beute, 
die einem Aktiven gezeblt wird, so lange er tlctiy ist, einem InTsliden bis 
zu seinem Tode, werden zwei Methoden der Pensionsversicherung für invalid 
Werdende abgeleitr"', flif Kaansehe, bei welcher von den Aktiven des 
Alters X der Dekreuienieutafel ausgegangen wird, und die Karupsehe, bei 



weldier der Ausgangspunkt die Wahrscheinlicbkmt bildet, daß ein x-jähriger 
AkÜTer im Alter a-^k als Invelide lebt Beide fthren, wie in einem 
besonderen Patagiapben gneigt wird, zu dems^ran Werte der Feuioiv 
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versidieniiig. Es folgaa dann die Ablutumgen der Einmal-Prämien für die 

Peusionsvorsichernng mit Karenz, der steigenden Pensionsversichening und 
der steigenden Pensionsversic-iioruug bei steigendem Gehalte, sowie der 
uabtidiugien Feusiouieruug uaoh emer beätiuuateu Au/alil von Dieustjahren 
und der Witwen- und WaisenpensUm. Die Jaluregprindeik wie die Primien- 
lesenren ergeben sich dann leicht wie früher. Ein lebfaM kunea Kapitel 
iet der Krankenvorsi' herung gewidmet. 

Überall, und das macht dat> Buch anch für den Fraküker wertvoll| 
and Schemata ftbr die Berechnimg der Renten bei. Primien aogegebeii 
und bei den meisten aooh Beiepiele durehgerechnet. Für jeden, der sieh 
eingehender mit Renten- und Lebensversicherung beBChftfÜgen wiU| kann 
das Buch aufs angelegentlichste empfohlen werden. 

Chemnitz. H. Willgbo]>. 



BAalingy Wilhelm. Die Grundlagen der Lebenaversioherimg. Berlin, 
1901. E. S. Mittler u. Sohn. XU tt. 67 8. 8^ 

Wftlirend sidh das Bveh Yom &ro0manii as diejenigen wendet, die in 

die mathematisclie Theotie der Lebensversic herung eindringen wollen, ist 
dieses Werkchen fttr einen erheblich größeren Leserkreis bestimmt. Es soll 
auch denen einen Hinblick in die Grundlagen der Lebensversicherung ennög- 
lidten, wdehe, ohne neh von Amte wegen mit dem YenidierungsweNn 
beschäiligeii zu müssen und ohne die besonderen mathanatischen Vorkennt- 
nisse ZTL besitzen, der Lebensversichenrngsfrage ein Interesse entgegenbringen, 
also der grolien Zahl derer, die ihr Leben bei einer Gesellschaft versichert 
haben (wie wir uns knrs, wenn auch nicht korrekt ausdrücken) und die 
ein goiaiurea YeisUbidnja der ganxen IVage erlang«! mddrten. Dieiem 
Erschließen des Verständnisses dient das Buch in vortrefllicher Weise; auf 
die Grundlagen ist, soweit es ohne Heranziehung des eigentlich Mathematischen 
geschehen kann, erschöpfend eingegangen. Im Text sind die Formeln voll- 
sOndig vermieden; in den nnter dem Text angefügten Notm rind einige 
der einfachsten abgeleitet 

Nach einander sind in 4 Kapiteln besprochen l) der Grundgedanke 
der Lebensversicherung, welcher dahin zusammengefaßt ist, „solche wirt- 
echalUiclien Ergebnisse, welehe mit der Lebensdauer der Meneehen in Be- 
ziehungen stehen und welche an und für sich (isoliert) für den Einzelnen 
abhüngig von seiner individuellen Lebensdauer sind, innerhalb eines größeren 
Personenkreises auszugleichen und damit zugleich für die Einzelnen unab- 
hängig von ihrer individuellen Lebensdauer zu stellen". Es folgen 2) die 
mathematiBchen Grundlagen der Lebenerearsiohemiig, worin ttmcHd Terdcbe- 
rungen auf einfache Leben wie auf sogenannte verbundene Leben betrachtet 
sind, 3) die Elemente der PrSmie, Netto- und Bruttoprämien, Prämienreserve, 
4) das Eisiko aus der Versicbemngsuntemehmung, Gegenseitigkeitsanstalten 
und Aktienanteraehmongen. 

Das Werkchen kann nicht nur allgemein allen empfohlen werden, die 
sich mit den Grundgedanken der Lebensversicherung bekannt luachen wollen, 
sondern auch den Mathematiklehrerui die den Btotf zu behandeln haben, 
and denen amk eine DaxsteUnng Ton anderer Seite — der VecCuser ist 
Jurist — hodiwilikcmmen sein mnÜ Aof eine vom der gewShnEehen 



Digitized by Google 



160 Rezenaioneo. 

ftlmeichenden Auffassung der Lebenswahrscheinlichkeit, der der Verfasser 
einen Teil der Vorrede widmet, wird der Hef. ad anderer Stelle eingehen. 

Ohemnitz. H. Willqbod. 



Arthur Birusini^S Steuermamiskuiiet. llcransgpp^phen von Schilling, 
Fulat und Meldau. G. Aullagc. Hcinäiuä, L^ipüg, 1902. 460 S. 
Uc 14. 

Nach dem Vorwort handelte ee eieh nicht etwa daranif ein umfassendes 

Handbuch der Navigatiou herzustellen, sondern ein Buch, ^\äe es boini 
Uuterrifht auf Seefahrt sscliulen gebraucht werden kann. Damit ist zugleich 
gegeben, daß die Mathematik nur iuäul'eni Buhaudluug tiuduu wird, als sie 
qpiter in der Fjraacis audi Anwendung finden kann. Fftr die Lehrer der 
Mathematik hat nun die Seeschiffahrt weni^tens insofern stets ein besonderes 
Interesse gehabt, als sie eine Fundgrube von Beispielen für die sphärische 
Trigonometrie darstellt, uad sicher sind viele FachkoUegen im Besitze des 
einen oder anderen Buches Uber Navigation, vielletofat einer alten Anllage 
von Breusing selbst. Aber im Laufe der Zeit haben sich die Verhältnisse 
der SeeschilTahrt recht sehr verändert- und kompliziert, und wenn Breusing 
persönlich eine Berücksichtigung der Verhältnisse bei seinen Lebzeiten abge- 
lehnt hat, so haben die jetzigen Bearbeiter es in der Tat verstanden, uns eins 
MitgemüBe Behandlung des Stoffes za bieten. So ist besflglidi der Orts- 
bestimmung vor allen Dingen die Theorie der Standliuien von weittragender 
Bedeutung geworden. Ihr widmet das Buch dalier auch, ohne die anderen 
Metiiudeu der Ortäbestiuimuug veruachläsaigcn, mit Hecht eiue klare und 
sehOne Darstelliuig, die m. E. auch wohl heim üntenicht in der mathenaatisehen 
Geographie mit Erfolg V^wendung Ünden kramte. Bann findet sich eine 
den heutigen Verhältnissen entsprechende Behandlung des Kompaßwesens, 
deren Berücksichtigung den Unterricht über Magnetismus nur beleben und 
intwesBMit gestalten kann. Endlieh hietet audi die Behandlung der Beobaeh- 
tnngsinstromente Beispiele der Optiki die sidter heute solion vielfiMä bescihtet 
werden. 

Wir haben somit ein Buch, dessen Lekttire den Lehrer der Mathematik 
und Physik auf mandien auch in der Schale erwlttmenswerten (iedanken 
fahrt und es ihm so erleichtert, sich das Interesse der Schfiler zu sichern, 
ein Buch, welches zeigt, wie auf einem wesentlichen Gebiete des heutigen 
praktischen Lebens die elementaren Lebren der Mathematik und Physik 
strengste Befolgung crheischeu, dauu aber auch zum Verstünduiä Uesäelbea 
ausreichen. 16k mMite dasselbe deswegen ab fftr die LehmhibUoükeken 
unserer höheren Schulen geeignet empfehlen, indem idi sidlMr glaube, daß 
jeder Leser des Buehes dadurch ein Band hudet, das seine Wissenschaft mit 
dem praktischen Leben verknüpft, und daß wir uns in der Schule die 
MOgUcUfliten nicht entgehen lassen sollten, dureh Hinweise auf Verwendungen 
uQserer Schallehren im praktischen Leben auch die Schüler zum besseren 
Verständnis iles letzteren zu befähigen. 

Mit Rücksicht auf die Praxis kann ich es mir nun allerdings auch 
nicht versagen, hier noch einen Wunsch betr. des mathematisdien Lehi-stofis 
auszusprechen. DaB seine Behandlungsweise sich anfediten iBfit, meins 
dah^ nicht Aber die Behandlung der StMvomefane eisdieint mir doch 
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etwas zu abrupt. An dio Lehro vom Cylinder «(hlielit sich nämliv'h die 
Berechnung des Fasses, uud zwar als letxteä Glied der Stereometrie übcr- 
hanpi Di« Form«l kann natflitiek tiidit entwickelt werden. Dasn wSr» 
es nötig gewesen, die Fonnfln für die Pyramide und das Prismatoid vor- 
wegzunehmen. Das n\w hiltte auch genügt, die Sirapsonsche Regel zu leinen, 
und ich meine, daü diese auf keinem Gebiete der angewandten Mathematik 
fehlen dari^ aneh niekt ftr den denkenden Seenuuui. Denn so wichtig -^e 
die Berechnung des Fasses muß ja fUr ihn auch diejenige von Tanks oder 
BunkfiTäTtmeu oder endlich der SchifTsgefaßo selbst sein. Und außerdem 
Würde ihm dadurch ermöglicht, auch die Berechnung eines Diagramms 
xa begraiftn, was ja aneh flr den Seemuin nicht gans vnweeantOeh ist 
Dem Mathematiker wird diese Lflcke wohl meist noch unangenehmer sein; 
hoffentlich gibt dne neue Auflage bald die Mögliehkeit, sie anasuflUlen. 
Magdeburg. Fr. BRAoaBanro. 



1j, MiU'C. SammluTip von Aufgaben aus dor höheren Mathematik, 
teohLnieokeoi Meokaaik und darsteUendeu Geometrie. Mfluohen 1901, 
Tä. Ackennian. 63 8. Hk. 1,60. 

Es ist eiiM Bammlnng von Aufgaben, welche bei der Vorprflfung für 
das Bauingenieur-, Architektur- und Maschiueningenieurfach an der teoh 
nischen II ir hs huli zu Müiii'hen in den Jähren 188.') — 1901 gestellt worden situl. 

Der erste ieii enthält 71 Autgabeu aus den Auweudungeu der In- 
finitesimalrechnung auf die analytische Geometrie der Ebene und des Baqmes. 
Es wird die Diskusaion von ebenen und Raumkurven sowie l^ftohen zwmten 
Grades, feraer Integration elnfiichcr Dirterentliiltrloichungon verlangt. Der 
zweite Teil bietet 21 .\ut'gal)eii aus der darstellenden Geometrie und der 
dritte 36 Aufgaben aus der tt^cbuichuu Mechanik. 

Um sine Yorstdlung von dem Ghamkter dieser Angaben tra geben, 
möge aus jedem Abschnitt je eine hier mi^eteilt werden: 

1) Oegeben ist die Fläche r//* == y — x*. Man diskutiere die Gestalt 
der Fl&che durch. Untersuchung ihrer Schnitte mit Ebenen parallel der 
xjf-Erbene. Man tatSoB die paiaboUsche Kurve der FlEefae und bestimme 
deren Projektionen auf die drei Koordinatenebenen. Endliefa berechne man 
das Volumen ir-< Körpers, welcher senkrecht über dem Quadrat, begrenzt 
von den Geraden x = — 1, y = + 1; a;—-}-!, errichtet ist und 

bis zur Fl&che als oberer Begrenzimg reidit. 

8) Es soll die Durchdringung einer regul&ren BchxS§^estellten drsiseitigfiD 
Pyramide und einer Kugel nebst Sehattenkonstrulction in senkreohter Pro- 
jektion dargestellt werden. 

Gegebeu vou der Pyramide der Mittelpunkt der Basis durch die Pro- 
jekücmen M^M^, die Spitze durch die Ftojektionen S^S^] femer durch die 
Fkvnjektionen g^ff^ eine Gerade </, in welcher eine von der Spitze ausgehende 
Kante der Pyramide liegt. Die Kugel, deren Mittelpunkt durch die Projek- 
tionen Wl^^ gegeben i^t, soll die Gerade g berühren. Die Lichtrichtung 
ist gegeben durch die Projektionen l^l^. 

3) Ein Ring von rechteckigem Querschnitt ist an- einer Stelle auf* 
geschnitten und wird dort durch swei entgegengesetst gerichtete Kxifte von 
20 kg au.seiuandergczogcn. 

Anbiv der M»Ui«inaUk aad Physik. III. B«Ui*. V. 11 
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Die ureprünglichf ScWitzweite s kann als klein gegen die Abmessungen 
des Ringes betrachtet werden. Um wie viel vergrößert sich 8 durch die 
dMÜicib» Fofmlnderung, die d«r Bing erföbrt, wenn der Eltatisüfttsmodal 
glei<^ 8*10^ atm gesetzt wird, und wie groS ist da» BaegungsbcuBpinebiiiig 
an der gefthrlidutea Stella? 

Berlin. £. Jabksb. 

¥, Miclitil. Reoneil de probldmes de göomätrie analytique. (Solu- 
tions des problemes donnes au uoucours d'admission ä TEcole Poljtechni- 
qne de 1660 a 1900). Pens, Osixthier-TSUt», 1900. 340 S. S**. 

Diese Ssmmliiiig ist bestiniiiit fOr die SdiAler der berOlmiteii dasses 

de math^matiqnes speciales, deren besondere Aufgabe die Vorbereitung fQr 
den Eintritt in die Eeole Polytechnique oder Ecole Kormale ist. Bekannt- 
lich tinden bei beiden Schulen Aufnahmeprüfungen statt, und wenn man 
bedenkt, daß s. B. im Jahre 1897 von 1033 Bewerbern nnr 324 in die 
erster«, imd von 260 nur 18 in die sweite gelangten, kann man im voraus 
ermessen, weldie hohen Anfordconngeit an die Kandidaten gestellt werden 
dürfen. 

Das Torliegende Buoih gibt die tnsfllhilichen LSaangen der in dm 

letzten 41 Jahren gestellten Probleme aus der analytisehen Geometrie; es 

handelt sich iruist um H rlpitiiTTj unrl Diskussion von geumetrischen Ortem 
und algf'liraischen Gleichungen, die durch spezielle Verknüpfung gegebener 
Kegelschnitte erzeugt werden. Wegen der chronologischen Folge sind sach- 
liche Ordnong oder didaktisdie Prinsipien am^jesehloBoen, trotsdnn mSeiiten 
wir wünschen, daB auch deutsche Studenten der Iktathematik ihre Kräfte an 
diesen Aufgaben erproben and stählen; viele oder alle wfirden gar bald 
erkennen, daß der bei uns übliche Unterricht ihnen aof diesem Gebiete 
noch manches za tun ftbiig Iftfit. 

Berlin. Bkchabd MOllbl 



£• GvüTO* TlentsUic» lofarithnilsolM und taAgjoaiamitMmihib Tafailn. 
Glogttu 1901» 0. Flemmiag. 

Die vierstellige Logarithmentafel bietet eine ftlr die Schnle völlig aus- 
reichende Genauigkeit und hat gleichzeitig den Vorzug, die eigentliche 
Rechenarbeit bei der Lösung mathematischer Aufgaben zu vermindern, ihre 
allgemeine EinfOhrong im Schnlgehrandi dHrile daher in nidit allsafemer 
Zeit bevorstehen. Aus diesem Qirände mag die Einriohtang der ?oxliegendsn 
Tafel kurz beschrieben werden. 

Die Mantissen aller vorkommenden Logarithmea sind vollständig 
hingedruckt, so daB d» BcfatUer die enten Ziffern derselben nidit aa 
dner anderen Stelle als die letzten sn suchen braucht, üm femer das 
Interpolationsgeschäft nach Mögliehkeif tn vermeiden, sind die Lognrit^men 
der nattlrlichen Zahlen bis 10000 aufgenommen, während die Logarithmen 
der trigonometrischen Funktionen von Minute zu Minute fortschreiten. In 
«nem Anhange werden eine Beihe -von ffilfirtabellsn gegeboi, weldbe manche 
Rechnungen und die Lösung mancher Aufgaben aus Fhjrik, Chemie und 
mathematisoher Geographie erleichtem sollen. 
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Iii Bong anf dU ioBere Eiiiiichtiuig i«t besonden di« T^iing der beiden 
Haupttafeln durch Linien ia Gfruppeu TOn je dni Zeilen und däe beqneme 
Biiohformat herrorsnlieben. 

Beriin. E. Jaomkb. 

Annnaire pour l*au 1Ö02, publiö por ie bureau des ioagitudes. Pam 
Gantiiier-Vilki«. 1,50 fr. 

Du Oktavbindohen Inelet anf 656 Seiten in bekamiter nniskergültiger 

Weise eine Fülle von Kalendern, Tabellen und Tafeln, wo man jede Zahl 
aus JPbysik und Technik nach dem Stande der neuesten Forschung ver- 
zeichnet findet. Wie schon die leisten Ausgaben enthält auch diese einen 
lingeran Avllnte ftue der Feder dee kfinlieh Tentorbenen Phyeikera A. Oortta 
Uber die gebr&uclilichen elektrischen Einheiten. Aufierdi-m sin I ilem Binddhen 
angeh&ngt die folgenden Allhandlungen: Notice sur la telegraphie sans fil; 
par M. H. Poincare. — Les courants polyphas^s; par M. A. Cornu. — 
Sur Fapplioation de la diyinon djeimale du quart de eerde k la piutique 
de la navigation; par M. E. OnjoiL — Obeenratoire da eommet da Hont 
Blanc (creation et txaTaiuc); par M. J. Janssen. 

Berlin. E. JAioncs. 



Fiiedrieh Koblransch. Kleiner Leitfaden der pnktia6bma Sbyitk. 

Leipzig 1900. B. G. Tt-ubut-r 8". 260 S. 

Die Einfillu-ung in das absolute Maßsystem, die in knapp gedrängter 
i^urm geschrieben ist, den Stoff aber in übersichtlicher lur den Anfänger 
best geeigneter Weise bringt, bildet die Einleitung ca dem LeitfiMlen, der 
den angohendea Praktikanten bei der Anstellung seiner physikalischen ÜbnngS- 
aotgaben führen und unterstützen wilL Da das iMa6s:jstcm die Grandlage 
aller folgenden Messungen bildet, so ergibt sich die Voranstellaug eigent- 
Ueb Stoff lieh ▼an selbst. Ihm folgt das fkst wicbtigste EaptteL „Die Kritik 
der Hessnng L " i i iuigkeit", nebst praktischen Angaben zur Erleiobternng 
phy^^iVfilicrlii r lü rluitmgen. Dit Lpitfaden selbst schließt sich in der ganzen 
Art der Behandlung des Stolfes, in der Auswahl der Aufgaben der bekannten 
größeren Ausgabe an, wird aber dem Anfänger hSufig bessere Dienste 
leistott, weil er kompUxierter» 3feftnethoden annddieBt, und weil er TOn 
jeder einzelnen Aufgabe resp. der Anli itiing zu ihrer Ausführung, durch den 
Druck untersehieden, die physikalische Definition der anzustellenden Mes5?nng 
bringt. Durch diese Bereicherung ist dem Leitfaden ein wesentliches Hili's- 
mittel sugefügt, das den I«ehrer Miflastet und den Piaktikantwi befittiigt, 
selbständiger als bisher zu arbeiten. Vor allem ist demjenigen damit gedient, 
der nicht selbst Physiker das Praktikum als Nebenstudium treibt, so dem 
Chemiker, dem Pharmazeuten, Mediziner und Mineralogen. Für alle diese 
war der iltere Leitfiiden m nmihngrrieh und wissensebafOicb sn abstrakt. 
Dann siad bei den einzelnen Aufgaben sweekdienliobe praktische Winke 
gegeben, z. B. bei der für Chemiker so überaus mchtigen Bestimmung der 
Dampfdichtc. Ich erwähne hier nur die Methode ihrer Bestimmung nach 
Damas, die in Chemikerkreisen ihrer Ausführungsschwierigkeit wegen gans 
m Unreoht reeht wenig beliebt ist, wUirmd sie doch den grSBten QmA 
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der G«nanigkeii bietet. Die Angaben zu ihrer AnifiBhraDg sind hier so 

vorzüglich, daß sie auch dem Praktikanten, der fiher Lodeutendero manuelle 
Goschicklirhki'it nicht verfügt, bei genauer Befolgung der Angaben, Schwieng- 
keiteii uicht mehr bieten wird. 

Baum- und Zeitmearangen rind anf das notwendigste ICaft beseihrSaki; 
sie bieten ein mehr abstrakt physikalisches Interesse, dem in der größereu 
Ausgabe in weiterem Umfange ppnflgt wird. Speziell fClr den Chemiker 
sind wiederum die Methoden der Bestimmung des Gefrier- und Siedepunktes 
gen&v behandelt. Der Mineraloge und Mediziner wird in dem Abwhniit 
Qber optische HeiSiingen alles Wünschenswerte finden. Die folgenden Kapitel 
über ^lagnetisrnTis und ElektiT'itiit rr^ben auch dem Techniker alle modernen 
Metlmethüden. 8ie werden tiuiguleiUst durch die Bestimmung der horiaon- 
talen Komponente des ErdmagnetLsrnnB nach der klassischen Oanftwdiett 
Methode. Die Einleitung an den elektrieehen Meeenngen bildet eine kone 
Kckapitiilation der praktischen Einheiten und der zwei wichtigsten (icsetze, 
des Ohmsehen und des Kirchhoffsehen. Daun folgen die i^'-br'iuchliehen 
Stroiu-Eneger und praktische Wiuke über ätromverbinduDgcn und über die 
Behandhing Ton Mefl w idersUüiden. 

ZonSchtt werden die Messungen an den hergebrachten physikalischen 
Instnjmont^n erläutert, dann mit den modemtm technischen Apparaten. Hier 
scheinen mir die üblichen Instrumente zur Wechselstrom-Messung etwas 
in kun gekommen ra sein. Namentlich scheint mir das ffitadrahtinstrament 
in der Ausitihrung von Uartmann und Braun einige Beachtung su verdienen. 

Den Schluß dieses Abschnittes bilden Messungen von Potentialen. 
Daran reihen sich die aus der größeren Ausgabe bekannten Tabellen. 

Der kleine Leitfaden wird allen denen, und vor allem auch Nioht- 
phystkem und darin liegt die grSfM» 8chwieri|^it der Anfjgiabe, die phyai' 
kaJisrhe Messungen auszuführen haben, ein willkomnienes Hilfsmittel sein. da.s 
sie aufs trcffhehste, suweit ein Bach dies überhaupt vermag, durch ihr 
Arbeitsgebiet hindurcbgeleitet. 

Barlin. H. Boas. 

£« T. Fischer. Noucru VorHUChc zur Mechanik dor foaton und 
fliiaexgeu £.örper mit einem Anhange über das absolute Maä- 
^jntem. Bin Beitrag rar Methodik des physikalisdieii Unterrichts. 
Ifit 66 Kgnren im Text Leipng und Bariin, 1902. B. O. Tmibner. 
68 S. 

Der Verfasser gibt eine Beschreibung der Versuche, die er im Münchener 
Ferienkursus von 1898 zur Erl&uterung der mechanischen Gnmdbegriffe 
▼orgeflUurt hat. Die Figuren dnd meist nach Lichtbildem mit eingemiehnetem 
Maßstabe gegeben. Aus dem reichen Inhalt des Büchleins sei nur weniges 
hervorgehoben. Die Kallgesetze (auch im widerstehenden Mittel) werden 
(nach Boys) aus deu Aufzeichnungen einer Stimmgabel abgelesen. Die 
IMf^eitsbohn zeigt der Verflutser an «riboer Kogel, die in der BerAhrendm 
ihrer anfibigiichen Kreisbahn weiterrollt. Die Gleichheit von Wirkung und 
Gegenwirkung wird mehrfach z. B. dadurch vorgeführt, dali die frei be- 
weglichen Schienen eines Motorwagens letzterem entgegenlauten. Die Masse 
wird nadi Mach definiert^ der Lnpnls dnrdi eine BeUie von Veituehen als 
Zuwachs an Bewegungsgröße erUutert. Die KompressibiUtKt des Wassan 
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und die Drufilce in SeifflnUftMii Terschiedener Krümmung werden gemessen; 
auch eine neue Wellenmaseliine, pendelnde Bleicjlinder, die auf ciiio Guiiniii- 
schnur gereiht sind, wird beschrieben. lax Anhang sind die w^ichtigereu 
absohiien Ifftfieinheiten knapp abgeleitet; der Grund flr die adieinhare 
Yerschiedenheit der elektromagnetiscbeii und der elelEfaK>8tatieche& IHm«|o 
eionen ist erfreulich scharf betont. 

Einige Stellen dürfen nicht ohne Widerspruch bleiben. Der Unabhängig- 
keitssatz (S. 24) und das Beharrongsgesetz (S. 15) werden unter Yernach- 
Itaigong der neaeren Kritik als EMUiningssftiBe bekand^t; dementoprecheiid 
ist au( h die Fassung des Beharmngssatzes unvei-ständlich, da die Vorstellung 
eines „sich selbst überlassenen Körpers" unvollziehbar ist; die Galilei zu- 
geschriebene Fassung des Gesetzes (S. 16) tindet sich bei letzterem weder der 
Foim, nocb dem Inbalte aadi. DaB es ^nnsiimig*^ sei, „den Begriff Masse in 
der Statik aaek nur zu erwfthnen** (S. 27\ wird der nicht zugeben, der mit 
der Statik beginnen und doeh (?pn liegi-iff' der Dichte geben möchte. Daß 
ein belasteter Tisch sich einbiegt, bi.s Druck und Gegendruck gleich geworden 
sind (B. 20 u. 28), „siebte man doch nicht Der Satz tob der Äquivalenz 
kinetischer und potentieller Energie folgt aus „De&iitionagUiidiimgen*' 
(8. 3''1 mir fiir ein Massenteilchen, nicht für eine Massengruppe, Tvie sie 
bei der i allmaschine zur Verwendung kommt. Der Versuch, welcher die 
Elastiidtilt des Wassers zeigen soll, ist nicht zwingend, da dem Schüler die 
Volnndfaideruiig des Glases nur au^eredet werden kann; wenn der Kom- 
pressibilitütsversucb, wie der Verfasser (wohl in Anlehnunt: an Mach) will, 
die Grundlage der Hydrostatik bilden sollte, so müßten auch die FlastizitJits- 
gesetze der festen Köi per Utrer Statik vorautgebcn. Würde nicht die „Vor- 
riöktnai: tm XSneugung von sinusfftnnigen Sehwingnni^eu" CS. 57) dnrck 
Einfthrung einer Gelenkstauge (statt des Schiebers G) w [Lili ' vereinÜMihtV 

Der Oberbpcksche Versuch f!ber „Pendelresonan/" ist ein so ver- 
wickelter Vorgang, dafi er Schülern kaum verständlich istj auch ist er ent- 
bskrlich, weil auf akustiecbe und elekfriacke Resonanzen gar nicht aowend- 
har; denn hier ist die Dämpfung der er/.wungenen Sokwingong die ent- 
scheidende Bedingung, die einen statiolUbren Zustand des- sdiwingenden 
Bjstems überhaupt erst herbeiführt. 

Der Verfasser kann sich mit Recht der Klarheit seines Buches rühmen 
(8. S7). Sfline luiterriditliohen Meinmigen frnlich Terratsn empiristiscke 
Einseitigkeit. Mit der Erklärung, daß „Erfahrung die Grundlage aller Er- 
kenntnis" sei (die übrigens mit mehr Rrclit Bnco vn Verulam als 
Pestalozzi zugeschrieben wird), ist nichts gewonnen, su lange der . Begriff 
der Eriahnmg Mfidentungen aasgesetzt ist Selbständigkeit dee Denkens, 
deren Pflege der Verfasser dem naturwissenschaftUeheo Dnteificht zuweist, 
ist Charaktersache und somit vom Denkinhalt, sei er nun grammatisch oder 
natnrwisseuschaftliohf unabhängig. Wer die hübschen esperimentellen Dar- 
bietungen des Verfisssers Ar seinen ünterrieht benutzen will, wird sorglich 
auswählen müssen, damit neben der Kunst des Experiments auch die denkende 
Betrachtung der ungekOnstelten Natur zu ihrem Bechte kommt. 

Berlin. F. Jobajsmsbos, 
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1. Auigaböii und Lekrijätze, Lusajigöü. 

A. Anfgaben und Lehrsitxe. 

79, 1. H. Schrot rr hat Math. Annal. 2, 5G1 zum eretemnalc gezeigt, 
daÜ von zwei Drcieckea abe und ABC, die sccfisfaclt perspektivisch liegen, 
die Ecken abc des einen, sowie äne Eeke A des anderen DreieckB will- 
kürlich angenommen werden können^ dafi jedoch aladum die beiden anderen 

Erkt-n Jfy C des zweiten Proieclvs eindeutig bt'Stiniint sind.') Die hohe 
Bedeutung dieses Satzes für dit' (liU/cmeine Theorie der Kurven dritter 
Ordnung geht aus dem von mir (^zuerst in Math. Ann. 7, 4ö5 und später in 
dieeem Ardib (8), 1, 253— ^254) bewiesenen üieorem herv<Mr: 

„Wenn zwei Dreiecke auf sechsf'adie Art perspektivisch liegen^ so sind 
ilire 9 Schnit^onkte die Wendepunkte jeder durob sie gelegten Kwre dritter 
Ordnung." 

Aus dieser meiner Ergänzung des ächröterscben Satzes hat z. B. 
Herr H. Wiener durch die einftidisten geometriedhen Bilfmittel die wesent- 
lichen, beim f^TsygiBcben Bflsebel auftretenden Gruppen kuix und elegant 

abgeleitet. 

(Vgl. dessen Werk: Die Einteilung der ebenen Kurven und Kegel 
dritter Ordnung in 13 Gattungen. Halle a. 8. 1901.) 

JH. Jede Gerade (u^ -> O) trifft eine Kurv» dritter Ordnung f *« 0 in 

3 Piiiikton, derer Tangeufialpunlde l)ekanntlich in einer Geraden (,3^ 
gleitt^rin") . / '= O liegen. Man vgl. über die Bildung der Gleicbong vi — 0 
ineine Arbeit in den Mathematischen Annalen 8, 136 ff. 

Bedeutet ^ » 0 die Glmohung der Hesseadien Kurve von f 0, so 
ist ebendaselbst bewiesen: 

„Die Begleiterinnen der Oeraden = 0 in Boztig auf den Kurven- 
bäschel nf -\- k/1 => 0 bilden einen zu diesem projektivischen Strahleubüscbel: 
+ IM = 0." 

JJ. Durdi Yerkhttpfang der beiden SAtve in 1. und 2. entstdit fdgende 
Gnmdemfyabe: 

Es sei dn syzi^ii^chrs h ui venbüschcl 3. Ordnung durch die Ech v a, h. c 
des einen reellen Wendepunktsdreiecks und die eine reelle Ecke des gtceiien 
fkmdamcntah n syzygisdien Dreiecks gegSbeuL Wie konstruiert man den Punkte 
in wddtem sich die säm&idtm JkfßeUerimm einer gegebenen Oeradm 
admeidmf 

1) Mau vgl. die zusammenfassende Konstruktion Schröters 1. c. p. 662 
sowie mein Tbeovem in diesem Arohiv 1, 964. 
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Fflr den Kmuat fon Plllckers „Syatom der aiuLlytiacbeii Geometrie" 

wird die Wichtigkeit dieser Konstruktion sofort einlf^uditend, mnii die ge* 
gebene Tierado mit der unfndlieh fernen znsammenl&llt. 

Danustadt, 2d. Dezember 1902. S. OuMDSLFii^aER. 



Zu 5, (Bd. I, 8. 906) (£. Lampe). Wllilt man P als Urspruug, ao 
hatei die Gl^ehnng der lOlipae 

+ ö v - 2 fcV* — 2 «Vy — 0, 

wobei a'q^ -\- b'p^ — a*h* ^ 0 sein muß. riii den Kiüramungsradius in /' 
leicht berechnen -zu können, bedient man sich der folgenden bekannten 
Kemtniklion: Iba äebt die Sehne FQy die rar Tangente PT in Besag auf 
die Achsen symmetrisch ist, dann trifft, das auf PQ errichtete Mittellot die 
auf PT senkrechte EUipsennonnale 7*^^ im Krümmungsmitt<"lpunkte K. Da 
PT die Gleichung b*px + a'qy — 0 hat, so ist die Gleichung von F<J 
offenbar b^jtx — a'gy — 0; die 
Koofdivaten toh Q Bind daher 

4 n*q*p 4 q*p 
4 h*p*q 4j>'} 

Mithin sind die Koordiuatßn von A' 




Daher ist 

also ist a*9* + b*p* f/tiWf« Die Fußpunkte N^, JV"„ A^j der drei Ellipsen 
normalen, die aufier PK noch durch P lanfen, liegen auf der ApoUonischen 
Hyperbel 

t^xf — a*qx + =■ 0, 

wenn er* — o* — 6" ist. Die Abacissen der drei Punkte genügen also der 
hnbiflehen GUwdnmg 

2 



Hiemvs folgt, daA 



(«•« -h 



= 0. 



«4 
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Bcin maß. Betet man ami in der Gleklnrag der EUipee and der HjpeitMl 
« ^ r cos 9 und |f — r si» 9, and eUminiert man r, so ergibt dch 

a* — c* cQgy 2b*p ooey + ^ Mny 
e* an 9 001 9 a*q — b*p an y 

oder 

cos' 9 + — «^') cos <p = sin <p (a* + cos* 9). 

Durch Quadrit-rfn erhält man eine (lUidiunj,', dio in Bezug auf cos'y 
kubisch ist. Bei nochmaliger Anwendung des Vieiabatzcs findet man 

. I s 

coa»9i . eoe»9»| . eos»f)i - (««3«+ ' 

Daher ist 

PN PN PN ^y<fi*i' , -^^'fe*« 

l£i^ rJH^ ^-"t «»91 CO» 9, . CO» a«6*e« «« 

Breshin, d. 26. Januar 1908. O. GaTBoan. 



Za 49, (Bd. m, S. 170) (W. Fr. Meyer). Über die eMm Tetraeder. 
( inhesckriebcnen JRolatkmsfläcJtcn zircitm Grades, insbesondere Kugeln. Im 
folgenden gebe ich eine Lösung der von mir L c. gestellten Aufgabe, in 
der Hoffiiung, den Leser dadurch in den Stand zu setzen, mittels der aa> 
gewandten tf elJioden ihnüche Bstce zn finden und m beweisen. Ich mache 
besonders darauf aufmerksam, daß der Eem der ersten Betrachtung eine 
spezifi?=!p^e Darstellung des Kugelkreises ist. 

Ein vorgelegtes Tetraeder T werde als Koordinatentetraeder benutzt, 
d. h, die Koordinaten x^, x„ r,, eines Punktes P seien proportional den 
(mit richtigem Torzeichen zu nehmenden) Abständen von den Ebenen des 
Tetraeder??. Dip Mittelpunkte der acht dem Tetraeder T einbescfirirhvnen 
Kugein haben dann die Koordinaten 1; sie liegen auf den Ebenenpaaren, 
die die FlUchenwink^ des Tetraeders halbieren: 

(1) 4 — 4 = 0, 4 — 4 ^1 «1 ~ 4 " ^» " •» *5 ~ *5 

und bilden demnach die Grundpunkte eines Netzes N-jon FUohen 2. Ord- 
nung, n&mlich: 

(2) iV^ = K(4_4) + i(4_4) + ^(4_a:i)-p, 

wo die X, il, (i Pcararoeter bedeuten.') 

Ein Pnnktopaur P ^ (:r), Q = (if) ist dann und nur dann konjugiert 
in Bezug auf da* Notz iN', wenn es in B«zug auf die drei Ebenenpaare (l) 
kotyugiert ist, d. h., wenn die x^ den umgekehrt proportional aind: 

(8) 

nnter 9 einen FropcnrtionalitSiB&ktor ventanden. 

1) Auch im folgenden dienen Buchstaben, wie », fi, r, a stets zur Be- 
leidinung tou Fanuneiem. 
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Die Gleidmng des Eugd^ei»e8^ lautet in Ebenenkoordinftten (W): 

(4) = Wj 4- **5 + **3 -f **4 - 2 UjUj cos — 2ujt(, tos a^j 

wo die a^^ die Innenwinkel bedeatea, die je xwei der Ebenen tob T väbr- 
einander bilden. 

Die Gleichung de« Punktepaaxes P, Q (3) ist: 

Li dar Sehar von Vttolieii 2, Klaase; 

(6) ir«,«^-jr-o 

cHif PC eine und nur eine, aimlich dem. Panuneterwerte tr ^ ent- 
sprechende Fläche <D: 

(7) 0==p«,tt,-Ä:=O, 

in deren Gleichung wegen (3) die Quadrate dar ii| heraniMlen» die also 
dem Tetraeder T einlrsrhrifhcn ist. 

Sei umgekehii 0 irgend eine dem Tetraeder T einbeschiiebene Flüche 
3. Klasse mit der besonderen Eigensehafti dafi rieb in der Schar 094^+ Jr»0, 
etwa für den Parameterweit 0 — «j, em Pnnktepaar (y) befinden soU, 
so gilt die Identität: 

(8) a^4^ K= 3tu,tty, 

wo « eine von Null verschiedene Konstante beseiobnei Die Identitftt (8) 
kann aber nur io beMedigt werden, dafi: 

(9) m^tft - 1 

wird, d. h. mit Rücksicht auf das Punktepaar (x), {jf) ül dann he- 
düs^ des 2fetg€$ N koi^ujriert. 

Es erttbrigt nur noch, auf elementarem Wege zu zeigen, daß eine, aus 
irgend einem Punkte}»aar PQ, wo P, Q zwei beliebige Raumpunkte seien, 
und dem Kugelkreise K zusammengesetzte lineare Schar von Flächen 2. Klasse 
nichts aoderes ist, als eine Seher hmfijJkaler JMoMomfiädtm $. OtAmm^, mit 
P, Q als den beiden festen Brennpunkten, und daß umgekehrt irgend eine 
Rotationsfläche Ordnung stets aufgefaßt werden kann als Individuum einer 
SchaTf der oiuerseits der Eugelkreis A', andererseits das aus den beiden 
fiwtsn Brennpunkten der Flldie bestehende Punktepaar angehört 

Bflokt im be8ond«rn der ^ne der beiden Punkte P, Q in bestimmter 
Richtung ins Unendlloho, so tritt der Orenzfall einer Schat' JconfoJcaler 
Untat ionsparabolnidc ein, nnr] ^imcekehrt llißt sich irgend ein Kotalions- 
paraboloid üiets auiiassen ala Individuum eiiiei' Schar, der einerseits der 



1) Vergl. etwa dati Lehrbuch von Salmoa-Ficdler oder da£ von Ciebach- 
L indem ann über Raurogeometrie. Man gelangt zu der Darslcllang (4) am ein- 
fachsten« wenn man die Bedingung aufatellt« daß eine Ebene au sich «elbtfl 
senbeoht sieht 
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Ellgelkreis, andererseita das aus dem festen Brennpunkte der Vliehe und 

d0Di unendlichen fernen Punkte ihrT Afbse hpstehüiirio Piinktrpnnr angohüii. 

Indem wir jetzt mit gewöhnlichen rechtwinkligen Funktkoordinaten 
X, ^, t and sugeblteigen Ebanenkoorduutten u, v, ic operieren, Untet die 
GlekAnmg des Hngdkniies K: 

(10) Jrs«i^ + «' + «^<-0. 

Dm Kooidinftteiuyalnn w«rde so gelegt, d«A lieli das vorgelegte 
Pmüctepaar PQ auf drr x- Achse hefindet^ so daß d«r Anfangspunkt 0 die 
8tareoke PQ — 2e halbiert. Dann wird die Qleiduuig dee Punktepaarei P, Q: 

(11) «V~l-0» 

und die Gleidrang der ans den Flidien 3. Kinase (10), (11) snaammen* 
gosetatem Sdiar: 

(12) mV - 1 + i (m" + + IC*) - 0. 

Um die Gleidrang dieser Sdiar in Pnnktkoordinaten wa BdinitMn, be- 
rAckBiolitige man, daß die Koordinaten x, y, e des BeriUmuigapunktes 
eber Tangentialebene (u, r, tc) von (12) die Werte baben: 

(18) «*i»(«* + il), y-i«, #-li9, 

wenna unmittelbar folgt, daA die FUehenseliar (12) in Funktkoordinaten 
die Qleielrang bentrt: 

Diese FlÄchenschar (14) entsteht durch Hntation der Sobar koofokaler Kegel» 
eclmitte mit den beiden festen Brennpunkten 1\ Qi 



(») i^+^f- 



1. 



um die x- Achse. Umgekehrt l&ßt sich irgend eine Rotationsfläche 2. Ordnung, 
die einen Mittelpunkt besitzt, also ein Botationsellipsoid oder -bjperboloid, 
enengen duroh Botation des BBttelpnnktskegelsdmittes; 

(1«) ii^^-^ 

um die «B-Achae. Ist « die lineare Kaaentriaitit, so hat anan, je naofadsm 

(16) eine EUips» oder E(n>erbel darstellt, 

(17) s»-«»:»:*« 

und die vorgelegte Kotationfifläche ist durch die Gleichung: 

(18) 

dargestellt. Diese geht aber aus (14) herror, indem man dem Parameter k 
den Wert ± 6* arleüt; somit wird naeb Obigem ikm Gleichung in Ebenen- 
koordiaaten: 

(19) (f*V - 1) ± d* (»» + 1^" + ip^ - 0. 



Digitized by Google 



VemuMhte lütteUangw. 171 

Die Brennpunkte P, Q («V - 1 - 0) der PUehe (19) sma naMxlicli 
nur reeU bei Rotation des Kegelschnittes um seine Huptachse. 

Analog erledigt sich der Grenzfall des Botationsparaboloides. 

Der eine der beiden Punkte P, Q sei der unendlich ferne Punkt der 
X-Achse, während der andere, ebenfalls auf der ar- Achse, die Koordinate 
« *~ + il' iMsitM, M dftfl die Gleidiuig dee Pmiw wird: 

(20) «I («p - 2) — 0. 

Dieses Paar bildet mit dem Kugelkreis die Schar von I lÜLhen 2. Kla&se: 

(21) - « (ui) - 2) -I- A (u« + = i»«(A~jp)H- A(t;» + «;•) + 2u = 0. 

Dann sind die K( ordinafon u, r, w einer Tangentialehcrp feiner Fläche 
der Schar (21) mit den Koordinaten Xy e ihres Bertthmugspunktes durch 
die Relationen verbunden: 

(22) — uac » <* i^—p) + 1 d. L «* — — My — »A, — mjs— wA 

Somit wird die Gleadbinig der Sdbir (21) in Pmklikoofdiiiftteii: 
(28) f» + i*-21» — Jl(l-j»)-0. 

Dieee Seher entitelit aber dureh Botelion der Bdier: 

(24) - 2 A« + A (A -p) = 2 X ix - 1 ^) + A« 

um die x-Achse. üa die Gleichung (24) die Schar koniokaier Parabeln 
mit dem festen Brennpunkt £ =■ 0 und der ^-Achse als Achse dar- 

stellt, eo ist (28) oder (21) die Gleioinmg der Sebar koofokalor Botetiaiie' 
paraboloide mit don feiten BrennpdnU « ■* jr 0» j •» 0 und der 
-Achse als Achse. 

Ist endlich umgekehrt irgend ein Botationsparaboloid vorgelegt, so 
Ul8t sidi dMien Glekhung in der Soheitelfonn aosetien: 

(25) ,v' + = 2px. 

Dann ist die r- Achse dif» Achse der Fische (25), und ihr Brennpunkt 
hat die Koordinaten ^ = ji^, ^ = 0, x; = 0. 

Zwischen den Koordiattm » ebes PnnkteB der Vttelie und den 
KoqrdinaIeD «^«,10 eeinn' Tengenlaalebeiie beetshen die Bdetionen; 

(26) ««»^1, pxv^iff px«^Mf 

nitkln wird die Glachung der niehe (25) in Ebenenkoordineten: 

(27) p (v* + «'«) + 2m = 1» («» 4- 4- H*) - " (up - 2) - 0, 

d h. das Rotatinnsparaboloid (25) gehört der Schar (21) eo} man bat nur 
dem Parameter A den Wert p beizulegen. 

Damit ist der in Bede stehende Satz völlig bewiesen. Er möge mit 
beeonderer Berficksichtignng des Reellen nochmals ausgesprochen werden: 

Vorgelegt sei lin reelles Tetraeder T Di'' MiffelpttnJcte der acht d^n 
Täraeder embesdtrkbenen Kugdn smd reell und bilden die Gnmdpuukte 
ejfies rMÜni JVeAres If «nm» TUkStm 2, Ordmmg, 8M dam Mtni rteße 
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J Vwit te P, Q hot^t^iert^) 1» Betug auf das Nebi N, 90 amd sie He reeßm 

Brennputikte einer reellen, dm Täraeäer ejn&eNftriefteM» RoiatiM^Ukk» 

2. Ordnung und umgekehrt. 

Fallen im besondem die beiden Punkte P, Q in einen, P, zusammen, 
80 wird die zugehörige Botationsfl&che eine Kugel mit P Mittelpunkt 
In d«r Tat sind di« adkt MUtolpnnltte der T eiobeielirieben«n Kugeln die 

einzigen Punkte, die bezüglich N sieb sflbst Ivonjnp'ieit sinrl. Betracbtet 
man ferner alle Punktepaare P, Q, von denen ein Punkt im ITnendlichen 
liegt, so beschreibt der andere diejenige Fläche, die vermöge {ß) der un- 
endlieh fernen Ebene entqpridit. Da die Gleichnng der leteteren ist: 

(28) aü, -rf, + «8^8 + i^S^S + «4^4 = 0. 

wo die ^1 die Inhalte der vier das Tetraeder T begrenzenden Dreieoke 
sittd, SD isir die Qleiolinng der fraglichen Fläcbe: 

(») f + t + ^ + ^-Oi 

letztere ist also eine Fläche 3. Ordnung mit vier Knotenpunkten in den 
Eeken Ton 7; 

Der Ort der Brennpunkte der einem Tetraeder ciiibesdiriebeneH SofaHona- 
paraholüide ist die Flädte Ordnung (29).*) 

Für diese FlSchc las^ifn sieb die bekannten Sätze über die auf einer 
beliebigen Fläche 3. Ordnung gelegenen Kurven spezialisieren. So gibt es 
anf ihr, abgesehen von den Kanten d« Tetraeders T, noeh drei und nur 
drei in einer Sbene*) gelegene Geraden, Ton denen jede zwei Gegenkanten 



1; Elementar ausgedrückt, heifit das, die Punkte P, ^ werden von jeder 
Tetraederkante durch zwei Ebenen projiziert, die gegen die HelbienmgieDenen 
des bezüglichen Flächenwinkels gleich geneigt »ind. 

2) Umgekehrt besitzt jede F mit vier Knoten))unkten die EigenBchaft: Ist 
P ein beliebiger Punkt der J«*, und eine, dem Tetraeder der Knotenpunkte 
einbeachriebene Botatiomflftche 2. Ordnung, deren einer Brennpankt^P ut, ao 
beidireibt der andere Brennpunkt Q eine Ebene, "wvan P die duehlftnft. 

Denn die Gleichung der F, irt: ^ + ^ + ~ + — *0. ünd d* die drei 
Oeraden dieser F, in der Ebene — 1-=.0 liegen, «o ergibt 

*i ^ *4 

sich unmittelbar der Satz: 

„Gegeben sei ein Tetraeder T und eine beliebige Ebene E. Da» von E ans 

7" iiiisjreschTntteiie Vicrscit, tsesitz! oin nau](t(Ireieck, dessen F^elteti 7,, (/,, seien. 
Ist f irgend ein Punkt einer dieser drei Geraden, etwa von , femer 2»' eine, 

T cinbcschriebene Botationsflftche 2. Ordnung, deren einer Brennpunkt P ist, 10 
beschreibt, wenn P die Gerade f/, durchläuft, der zweite Brennpunkt Q von F eben- 
falls eine Oerade, A, . Diese drei Geraden Ä,, A,, A, liegen in einer Ebene H, deren 
Schnittjinnkte mit den Kanten von T zu den entsprechenden Schnittpunkten mit 
der Ebene E harmonisch liegen becdglich der beiden, auf der jeweiligen Kante 
gelegenen Punkte, die twi den HalUemngiebenen dei gegenfiberliegenden jFlIclien- 
winfsla anageaehnitten werden. 

S) IHe Gleichnng dieser Ebene ist: ^ + ^ + ^ + ^ " ^ 

punkte fler drei Geraden auf den Kanten von T halbieren offenbar stets die Strecke 
der beiden Punkte, in denen die bez. Kante von den Ualbierungsebenen de« 
Gegen>Flldienvinkela getroffen wird. 
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von T triflft: Jeder Punkt einer dieser drei ti imipn ist ftlso der Brenn- 
punkt eines T einbescbhe]>enen Kotationsparaboloides u. s. f. 

Der im obigen daigelegte Sats Über du Tetraeder ist erriehtlieh die 
YeraUgemeiBeniiig eiiiM bekaanteB Satses Uber das DraieclE. Umgekdirt 
hat e^ keine BebwiengkMt, ihn auf den Baum ton n Dimenrionen ans- 
zudehnon. 

Bei aofinerksamer Betrachtang des oben bewie^eaen Satzes bemerkt 
man, daB die eigentlidie QueUe denenMn in der Apolarüälsättorte Hegt 
In der Tat spielt der Kugelkreis K beim Beweise nur die HoUe irgend 
einer (nicht notwendig ausgearteten) 4mm FläAeimdf N (2) ßpalarm Fiädt» 

U. Klasse. 

Die Schar, die sieh aus einer eolelien Fliehe Ä und einem (bezfiglich 
N konjugierten) PunUepaar P, Q^) {■>) linear zusammensetzt, enthält eine 
(und im allgemeinen nur eine) deni Tetraeder T einbeschriebene Fläche 
2. Klasse <P; umgekehrt, enthält eme aus einer Fläche Ä und einer Fläche (2> 
gebildete lineai-e Schar ein Punktepaar, so ist dieses Punktepaar konjugiert 
bedlglidi des Netaes N, 

Endlich ist jedf Fläche der Srhar. die sich aus einem (bez. N kon- 
ju^nrrt' n) Punktepaar P, Q*) und aus einer Fläche 4> suaanuuensetst, eine 
Fläche Ä. 

Bei dieser Vemllgemeinerang sind andi die dualistisdien Mtie ohne 
weiteres auszusprechen. Es mag geniigen, zu dem Behuf die geometrische 
Bedeutung der zu (3) dualistischen TransfoimaÜont 

sa erttutern, wo tf «iederom an Proportionalitttsfisktor ui^ die Vf 

Koordinaten zweier Ebenen sind. 

Zwei vemif^ge (3') zugeordnet« Ebenen (m), (v) sind konjugiert in 

Bezug auf die Schai-gchar N von Flüchen 2. Kküse: 

(2') JV-,'(u»~u|) + A'(^-fiD-i-|i'C^-«*i)-t>. 

der die Ponktepaare: 

fn ^-i^-o, ««-»j-o. 

^ K-iij-*0, ii*-i»«-0, i4~i»J*0 



1) Dieses Punktepaar P, ^ ist in dem ersten iind dritten der angeführten 
Sätze ersetzbar durch eine hez. N konjugierte Fläche 2. Klasse B. ünd da die 
Schaf n '■ IK - 0 mobts anderes ist als die Sobnx der za .fi konfokalew FUchen, 

so fyilt uiiiiiiticLLiar . 

,.Ist ii eine Flilche 2. Klasse, die konjuf^icrt ist zum Flächennetze iV eines 
Tettaeden 2\ d. b. für die die von irgend einer Kante von T an sie gebenden 
Tsngenttelebaiett stets gleich geneigt sind Regen die Hatbienrngsebenen des zu- 

Sehörigen Flächen Winkels, so geht diejenige Flüche der zu B konfokalen Schar, 
ie durch irgend eine Ecke von T geht, auch durch die drei uiideru Ecken von 2''* 
und; 

„Ist ^ irgend eine einem Tetraeder T einbesobtiebene Fläche S. Klasse, lo 
ist jede Fläche der zu <t konfokalen Scbar koigagiert zum Flftchennetze Ton T, 

d. h. die von irgend einer Kante von T an die Flä< he gehenden Tangentialebenen 
sind gleicbgeneifft gegen die Halbieriuigtiebenen des zugehörigen Flilchenwiukela. 
Die sämtlichen Paare der so entstehenden Tangentialebenen bilden gerade die 
Involntion, deren Doppeleiemente die ftaglichen Hslbierangsebeiien sind.** 
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(30') 



angehören. Diese sechs Punktepaare sind offenbar die auf den Kanten von T 
Ton den Halbierungsebenen (l) der gegenüberliegenden Fiächenwinkel aus- 
geeehaitftwwii Ponktepaare. 

Die in der Transformation (S') sich sfllliat «ulipnNdienden Ebenen 
(,^nheit«ebenen'*) haben zu Koordinatea di« pOBÜT« oder lUgatiTe £inlMit» 
d. h. ihre Gleichungen äind: 

+ X, + Xj + = 0, £5= + a-, + % — «4 -= 0, 

jE^= tf-, H-a^ — a^— «4 — 0, «i + Ä^ — + — 

«1 — X, + a% — «« — 0, £j = Xj — Xj + X, + X4 — 0, 

% + + % — ji;^ — 0; — a^ + «^ + «^ + ät4 — 0. 

V«rUtuolii nmi biar di» « mit den «, so abd die «atspreeheiideii 
fllaicinwigeoi 

Jf^s iik + «S + «% + «4-0, J^S5 «l| + «S + <%~«*4~0t 

«i + «t~'*%~**«-*<>i <«i + «S — <S + <*« — Ot 

if, S «4 — «I + M, — M4 = 0, Jtf, = U, — W, + W3 + tt4 — 0, 

Jlfi s— u, + + Uj — «4 — 0; Jfg = — «i + Mj 4- Uj + M4 — 0 



(») 



die Gleichungen der acht Mittelpunkte M der T" finbesr'hnpbenen Kucj'eln, 
oder auch die der acht „Einheitsponkte*^ der Iranäiui-mation (3). Und 
■war sind gvoaiier die Ti«r Kugeln mit dmi Mittelpunkten Jfj, 3f,, if,, If, 
die vier ^^kugeln** too T, die je «öne T- Ebene von auBen, die drei 
anderen von innen berühren, hingegen von den vier anderen Kugeln mit 
den Mittelponkten JIf|, Jf^, M^^ die erste die ,Jnkugel" von T, die 
fllnrigen die in den ScheitehAimien der FlSehettwinkel von T gelegenoL 
Die beiden Ebenenquadrupel (30') J5j . . . E^; E^ . . . bilden zwei 
Tetraeder T, , 7j, die offenbar auf vierfache Art pcrspektiv liegni; denn 
aus den Gleichungen (30 ) geht sofort hervor, daB jede Ebene des einen 
Quadrupels die vier Ebenen des andern Quadrupels in vier Geraden trifft, 
in einer Ebene too T liegen, und daB «nf dieae Weiae gerade die vier 
Ebenen von T erschöpft werden. Diese Beziehungen der beiden Tetraeder 
Tj, T| (30') zu T weiden kürzer durch die eine Identit&t snaammengefaftt: 

(31) Ii- Jis-48«iai«i«4, 

d. h. die drei Tetraeder T, T,, bilden in Tripel ^desmiflehm'' Tetraeder. 

Genau das Dualistische gilt von den beiden Tetraedern, die aus den 
beiden Quadrupeln M^^. . . M^; M^. . . der Punkte (30) gebildet werden. 

Ahar dien heiäm Tebraeder rind keine imderen aXe T^, 7,. Denn jede 
Ebene des ersten Quadrupels (30') geht gerade durch je drei der Punkte 
des ersten Quadrup^ (80), und daa nlmliehe gilt fttr die zweitea Qua- 
drupel (30'), (30). 

Es ergibt sich somit der Satz: 

„Bk Mätelpmikte der tuM eknm Tetraeder T ekt^eediritibeiun Kugd» 
taaen ek^, und zwar nur auf eine Art, bu etrei Tetradcm T^, T, mmummh- 

fassen, die mit T in dtsmischer Laße ftind. Während die Ecl:e)i der bndtn 
Tetraeder T^, die Einheitq^unkte der Transformation (3) smd, sind die 
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Ebenen der beiden Tetraeder T^, dU EmheUscbenen der Trans- 
formcUion (3'). 

UM wiOnnmä irgmä moH äurdi Sie U^nm^hmaUom (8) einmider 

zugeordnefe Pttfikie von jeder Kante des Tetraeders T durch ein Ebenenpaar 
projitiert werden, daa harmonisch ist eu dem Paar vm Halbiernngschefien 
des besüglidien Flächetiwinkels, sdineidm irgend xtcei durdt die Trans- 
fomatkm (S') etfUNNier miffeorättete JESbmm jeie Kimte von T Hnm 
PunkUpaar, das harmonisch ist zu dem Punktepaar, in dem die Kanie von den 
Baibiertmgsebenen des gegenüberliegenden Flächenuinkeh von T getroffen uird." 

Endlich ergibt sich auf demselben Wege, daß die drei Tetraeder 7", 
T^, Tg auch insofern ein symmetrisches Verhalten zeigen, als immer die acht 
Edioi je xwmer derselbeii dk Qnm^ponkfte eues Flttohennelses 2. Oidnong 
sind, unA die bezQglich des Netses konjugierten Raompunkte eine Trans- 
formation von der Art (3 i invoU-ieren, derpn Fundanientaltetrae(i<or fhpn dss 
dritte der obigen Tetraeder ist (^sodall also jede £cke desselben bei. jeder 
lUdie dM Netaes der Pol der Gegenebene i«t). 

Königsberg i P. W. P, Hwmt. 



Zu 74. (Bd. IV, 8, 350) (G. OHtteb). S km nntw folgender 

Bedingung nie gewinnwt Wenn n — 1 die höchste Zahl dar OegenstAnde 
bedeutet, die jeder wegiiflim*»?! darf, so hat Ä darauf zu achten, daß zuletzt 
n Dinge liegen bleiben i dies erreicht er mit Sicherheit dadurch, daü der 
vorige Beit %n ist; gebt maa in dieser Weise iflolnrivts, so ergfti sieb, 
daB Ä n Anfimg r Gegenstinde wegsunehmen be^ die dnroh die Glncbiuig 

ssr(mod.«») 

bestimmt sind. 

Es ist nicht ndtig, dafi s eine Primzahl darstellt Es genügt, daB n 
nicht ohne Best in s enthalten ist Das Verfahren ist eine Abart des zu 
meiner Zeit in Stndentenkreiaen oft gefibtan Bpides, ditndi fortwKbrende Addition 
einer Zabl innerbnlb des IhterrsUes 1 bis 10 suerst die Zsbl 100 lU erreieben. 

Ssgaa. P. Kosott. 



2. Kleinere Notizeil. 

fiber die Deretellnnp der Zahhn r!n1|?er algfbratecheu Körper SlS SnsiMen 

Ton Quadraten au» Zahlen des Kdrpers. 

Es bedeute P den absoluten Betionalititsberaudi. Dann ist nach 
Format jede ganze positive Zahl 

(») 2'«- 

IHsselbe gUt oAnbar ttat jede gebroebene positiT» Zabl: 

(.) f-„>--.i(vy. 
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£s ist aim merkwürdig, dafl in P (iy, das heiAt dem durch AiiyunktioD tob 

zn P entsteheoden KQrper aüe Zftfaka aieh all Summe Von nur zwei 
Quadraten auf unendlich mannigfache Art darstellen lassen: 

(,) + 

wo e eine beUehige Zahl aus P bedeutet. Falls & — 0, a < 0, ist: 

(4) - « -2' 

Es werde jetzt zu P der reelle Wert von wo e positiv-ratioiial sei, ftd- 
jungiert Falls dann m 3f» + 1« w Inmi maa jede Zahl 



r=0 ' 



in der alle y ^ ^ natftrlieh rational nuad, in 8ft + ^ Quadrate 
legen auf diese Art: 



» 

4 



äieilwi ist 

9 

gesetzt worden. 

Diese Dixstollung ist nkikt mOglich, wenn m » 2fi grade ist. Z.B. in 
P(yT) ist: 

denn es mflBte 

sein, was uumöglich ist. 

Potsdam, am 16. August 1902. Otto Mbissner. 
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Sur ü^naüon düMrentieUe du momiiittit d'iin projeettte 
sph^riqne pesant dans Tair; 

Par M. Paul Appkul Pan& 

1. — Lüi squ 0» Studie le monvement du centre de gravite d'un 
projectile sph^rique pesaut dans l'air, on udniet oriiniaireraent que la 
resistance de Tair se troduit par one force i2 appliquee au centre de 
gravite, dirig^ en aena contraire de la TiteSBe v. de ce point efc fono- 
tion de cette Titesse. Ed designant par m la masse du projectile, par g 
racc^ation dne & ]a peeaittear» nona poaerona 

(p i^tant une fonction positive et croissante de !a quautit^ positiyp 
Saus diseuter ici la valeur de cette hypotliesp, noiis indiqnfvrotis une 
m^thode permettant d*' raraener rint^gration des equations differentielles 
du nioiiyement a l mtegration d'une equation qui a et^ etudiee en detail 
par divers auteurs. 

Rappelous d'abord bri^vement a quelle equation diffdrentieUe on 
ram^ ordinairement le probl^me. Pranons poiir ovigine 0 la poaition 
initiale du centre, ponr plan x Oy le plan Tetfical paaaant par la yiteaBe 
initiale 0««» ponr aze Oy 1» Tcrticale aeoendante, ponr axe 0» Yhxnd' 
Bontale faiaani avee Ov^ nn angle aign. Appelona i un inatsnt ^ et 
y Iba coordonufea da centre, i> la yiteaae, u Tangle que fait la vitesae 
avec Ox, oet an{^ ^tant oompt^ poaitiTement de Ox rera Oy. On 
a alors 

^-«cos«, -^»»sin«; 

le centre de gravite ae ment eomme nn point de maaae m aollicit^ par 
le poida mg ayant ponr projectiotta anr lea aiaa 0 et — mg^ et par 
la r&istance R = mgtp{v) ayant pour projections --ii»y9>(«) coaa et 
mgi^i^) Wku, Lea ^uationa da monvement aont dono 

W-^-gj — - — — myffiy) cos «, 

d(vain«) / \ . 

m-^-^ — • — — mg — mgq>{v) sm «. 

Arohir der Mathematik tiud l^hytik. Ui. Reibe. V. 12 
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PAot Amu.: Sur r^utiioin diffAreotielle da inoinimeBt «ie. 



En diTisant membra 4 membre, on a l'^natioa 

ä(pt5um) 1 + <p(p)rin« 

qm dsfient, aprte rMnetions, 

(1) etmadv^v [du a + q> (v)] da. 

T^n«' f'^t IVquation tlitierontielle classique Ii mit v et a. üne toia cette 
ei^uatiun integree, on acheve Ie probleme par des quadratarw. (Vojea^ 
par exemple, mon Traite de mecanique, tome I). 

2. — Nou8 aUons montror qne oetto ^naiiion ae ram^e ä la 
foime 

que j'ai etudi^e eu detail daus un Memoire «Äur le^ mvariants de qtid- 
ques 6quations differentiellesi 'ma6r^ au Joamal de Math^matiques de 
M. Jordan (4^'-« S^rie, i V, 1889). CeU» ^uation a egalemont 6t6 
üta^&Se par M. Boger Lionville (Comptea Bendns, 6 aeptembie 1886, 
12 iepiembro 1887), pu* H. PainUv^ (Aiiiiales de l'Eeole Nomule 
3»-* S&rie, t S, 1891) dnu dea cm particntien, par M. Elliot 
(Annales de Tlioole Normale, 3**» S^rie, i 7, 1890). Oes diverBea 
recherches se trouvent rSavmSeß et compl^t^a dane un expos^ sjst^ 
matique intital^ tBeiing mur IiiiegraHm der Differentiailgkkkmg 

S-Ä+Ay+AS^ + A»*» ™ RicWd Gttntiche (WiMoiaGhaft- 

liehe Beilage ZQm Programm der diiitoi Bcaleehiile m BerliD, Oetem 
1893, Programm Nr. 120, GSrtDen Terlagabndibaiidliuig). 

Ghaqiie caa d^in^gntbilit^ de eette ^qnation (2) doimera aansi mi 
caa d'in^grabilit^ da probleme baliatiqn^ et iiiTeraaiieiit. 

8. — Ponr tranaformer r^quation (1), prenons v oomme Tamble 
inddpendante el rempIa9on8 u par iine Tariable m d^inie pw la xelstioii 

(8) •[Biii«-|-9(«)]-7, 
qvi donne en diffiArentiant 

V eoa adu — ^ — [sin « + ^> (») + vf^\vy\dv, 

L'^quation (1) devient alors, si l'on y remplace du par la valeur ci- 
deaana et aiu a -f 9 (i;) par ^ : 

eoa« « rfi; + + v(p\v) dvj . 
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, oomine 



QU a 



Bii remplafttii efc räduiaaaty on a enfin r^naUon 

qni est bien du type auuonoä (2) oü 

En appliquant alors ä cette ^quation les m^odes employ^es dans les 
M^moires citds piua hftat» on obtiendra des eas d'int^grabüit^ de cette 
^aation (4). 

Luyeraement les cas d'int^grabilit^ de l'^nation (1), tels qu6 le 
caa dasdqTie de Dalembert et de Legendr e 

y(t>) — a + ft«*, 

on les CM fiignays par M. F. Siacci dans les Comptes Rendus 
(1901, t. 132 p. 1175, t. 133, p. 381) fourairont des cas d'mt^grabililÄ 
dee ^qaations da type (2). II j amait ^Wdemment interet a ponr- 

suivre, aussi loin que possiblf», ce rapprochpmeiit entre denx theories 
qui, juftqu 'ici, avaieat ete d^veloppees iudepeudammeut Vane de l'autre. 

Paria, 15 mat* 1903. 



Zur Theorie der Mae-Lavriiuielieii Snouaeiifonael. 

Von M. K&AUAB ia Diesden. 

Die unter dem Namen der Mac-Luunnöchfin oder wohl auch der 
Eulerscheu Sunuiietiforinel bekannte Formel setzt die Theorie gewisser 
ullgeaieiner BeÜMn and Iniegiala in einen Znaammenhang mit der 
Theorie der Bernonllieehen Zahlen and Fonktionan, Sie hat sieh 
für eine Änsahl von Reihensnminienuigen^ sowie für die Integraltheorie 
and die Theorie der Bernonllischeoi Zahlen tob Bedeutung geseigb 

12* 
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Es möge in Bezug hierauf u. a. auf das Kompendium der h5hereii 
Analysis v n Sehlomileh, die Vorlesungen, ttber BernoulUscha 
Zahlen von 8aaischatz, sowie auf die DifFerenzenrechnung von Mnr- 
koff verwiesen werden. Neben den gewfihnliehen Berunnllischea 
Zahlen Bind nnn allgemeinere Zahlen in die Analysis emgetührt und 
untersucht worden, weli-lie zu den ersteren etwa in dem Verhältnis 
stehen, wie die hülieren Ditlerentialquotienten einer Funktion iu einem 
beliebigen Punkte zu den entsprechenden Differentialquofcienten im 
Nullpiiiikt^ tmd demgan^ emen irillkflf]l4dM& Parameter in sieh ent- 
halten. Diese OrSftm sind mit dem Namtm der nltra-Bernoo Iii sehen 
Zahlen beaeichnet worden.') In ihnlieher Weise sind nltra-Bernonlli- 
flche Fonhtionen eingeführt worden. Es soll im folgenden geKe^|^ 
werden^ daß im Gebiete dieser allgemeineren (}ro6an eine ahnliehe 
Formel, wie die Mac-Laurinsche Snmmenfomiel aufgestellt werden 
kann, welche für die Sumniierung gewisser Reihen und f&r die Theorie 
der nltra-Bernonliischen Zahlen von Bedeutung ist 

1. Äußiellmig einer Smnmmformel im Gehidc der ulfra-Bernoulli- 
sclien ZaJüm und Funktionen. — Als Ausgangspunkt der Betrachtung 
dient die bekannte Formel: 

/•O^ + A) - /-(^ + ''Q''^ + rOO + • • • + S n-Kx) 

(1) 

Wir dttilcmi uns beide Seiten dieser Gleiehnng mit einer GrdBe « 
multiplimert» die alle endlichen Werte mit Ausnahme der Einhdt an- 
nehmen kann, dann erhalten wir die Bezidinng: 

Bf(x -f Ä) - fix) - (s - 1) /^(*) + r w + r {*) 

« 



1) Siphe u. a. Cosaro: >^ur loa noinlircH <le. Bpruoulli et d'EuIer. Nouv. 
Anuales de Math. S. 2jerie, 6. JBand daaUcbüts, ä. 184 und $ 10, aowi^ 

die Arbeit des Yttrhmm Zur Theorie der tttba-Bemoullivi^ai Zablm imd 
Funktionen in den Beriehten der Leipziger GewUiehaft der Winoisdiaften vom 
Jahre 1M>. 



Digitized by Google 



Zur Theorie der liM-LKaziosehen SonuDieiifomel. 



181 



Amdog erhalten wir das Gleichongssystera (3): 

(a? + A) - r («) - - 1) r («) + Y r' (a^) + • • • 



«/t— 1) (x + Ä) -/•(*- {x) - (6 - !)/(«- i>(a?) + y («) 

[1 -0/'*'"**^«^ + 

«/^»)(ar+Ä)-/t-)(a;)-(«-l)/^«)(a?) + < / f ^^-•+»>(a5+Ä^<?<. 

Wir mvltiplizieran die Gleiclraiig (2) und die Oleichiingeii des 
SystemeB ($) der Reihe nach mit 1, Oih, OyA*, , . OmA" wobei unter 
Oj, ag, • . a„ einstweilen Tollig willkürliche Qroßen zu verstehen sind, 
imd addieren die rechten und linken Seiten unserer Gleichungen. £fl 
kann die rechte Seite dann, von den Restgliodern abgesehen, nac^ 
Potenzen von h entwickelt werden. Wir wollen versuchen, die Größen 
Oj, flg, . . .j 80 zu Ijestimmen, daß die Koeffizienten von h, h^, . . h'" 
der Null gleich werdcu. Dazu müßte das Gieichungssystem bestehen: 

« + («-l)ai«0, 



(4) 



[ ml ^ (m—Dl ^ 



+ («-l)a.«0. 



Setzen wir in diesen Gleichungen: 



(6) 



6 
ri 



r 

I I 



SO erhalten wir das Gleichui^Bsyatem (9), S. 158 der zitiert«! Arbeit 
des Verfassers, welchem die ttltm«Beruonllitehen Zahlen Genfige 
leisten. Dabei ist definiert: 



(6) 



« = c«-i(l + »eotg«). 

Ea sind die ultra-Bernoullinisehai Zahlen also, von unweeent- 
lichen fUrtoren abgeedben, nidbts anderes als die entspredienden 
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DifferantUdqnotieiiteii der Kotengente in einem beliebigen tob NbU 
TenchiedeiieB Punkte. Untor Anfaahine dieser Ghrößen erhalten wir 
dann die Besiehnng: 



£ /\x 4- /') - + Y («r + Ä) - r (a:)) + • • • 

+^ + h) -f^di)) - {• - 1) A«) + ii. 

♦ 

Dabei ist gesetzt worden: 



(8) 



und swar beeitsi den Wert: 

HieraiiB fol^, daß die Funktion tp {t, m), von einer Konstanten ab- 
gps*»hen, nichts anderi?s ist, als die ultra-Berno u 1 1 ische Funktion mit 
dem Argumente \ — i, welche in § 5, Ö. Iö4 der zitierten Arbeit des 
Verfassers eingeführt worden ist. 

Die Formel (7) schreib«i wir: 



(9) 



b,h 



+ ^ ('^""^ (35 + Ä) - /t«) (o:)) - 



ond setsen in ihr an Stelle Ton x der Reihe naeh « + Jb^ + . . 

— mnltiplizieren die Gleidinngen der Reihe nadi mit 
1, s, , . e^-* nnd addieren die rechten nnd linken Seiten derselben, 
90 erMfe» wir <fie ^swwMeAfe Simmeiiifiiimd m der GeskUz 

(10) (« - 1) (/-(ac) + */•(« + *) + — + «'-•A« + C*'- 
wobei gesetzt worden ist: 



(11) 



ihJi' 



Q = r-i 
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2. Anwendufigen der g^undenen Summmfarmd. — Die gefundene 
Foraul nimmt eine beecrndtt« eiufaeihe G«HaIt an, mm, der Rert Ter- 
■diwmdei Eb geecliieht das jedenfidls^ wenn die Toigelegt« Funktion fix) 
«ine gaou Fonktion vom Grade m iai Wir erhalten dann den Lehreais: 

FertM mom lutfer f{x) eine gaam raiiomSk FmkUm wm Grade im> 
so lestäU die 



(1) 



(e - 1) (/"(j;) + «/-(a; -f- Ä) + . . . + Y(x H- (r - 1)A)) = JS, 



Die Speaialiaiening gibt an einer Reihe toh Beeiittaten Anlaß, 
welidie für Beiheneammiemngen nnd die Theorie der nltra-Bernonlli* 
adien Zahlen von Bedentm^; sind. Wir aetsen: 

(I) A^)--^, ^ = 0, 

dann erhalten wir die Besiehang: 

I (« - 1) (« . 1" + «■ . 2" + • ' • + ä'- * (r - ir) 

odor also eine Darstellung der Summe: 

«.1» + ««.2»H h«^-i(r— 1)", 

wie sie schon in anderen Arbeiten gegeben worden ist 
Wir setzen jetzt'): 

(II) f(x)='af{i-x)'', x = 0, r=l, Ä = 1, 

wobei p and q zwei ganae positive Zahlen bedeuten, von denen 
ist. 

Dann folgt: 

/t'.)(0)==(- 1)"-"»*! 

Unsere Formel (1) geht unter solchen Umstftnden in die Glei- 
drang Aber: 



1) Siehe in Bezug auf den Fall (II) und (III) daa Werk von Saals c hü ts, 
S. 185 ff. 
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184 M. KmAoni Zur Theorie der MM-I<»iirin»oben Sumineiiformel. 

Das ist aber eine TericHnte R^nnioiiafoiinel, die swisciheii der 
i>'% (i> + 1)**°; ■ : , (P + S)*" ultn-BernonlliBclien Zahlen besteht. 
Wir setsea: 

(TOS) /*(ar)^af(2-ar)», « = 0, r - 

wobfi zwischea p und q dieselbe lieziehimg, wie im Falle (II) be- 
Bieheu Holl. 

Bei dieser Anmihaic crhalteü wir die Beziehung: 

also wieder eine verkünite llekursionsformel zwibclieü der (i>+ 
. . (|) + (jf)**" ultra- BernoaUiBcbeu Zahl. 
Endlidli setMn wir: 

(IV) /"(a:) ='af{s — x)'', X = 0, r = s - 1 , A = 1, 

wobei für p und g dieselben Annahmen gelten, wie Torhin und er^ 
halten die Beziehung: 

(£ - 1) {elf {ß-l)i^£*2'is- 2)t + ... + *-» (s - D'V) - 

(5) JB,^,==^ (- l)vGs'i>,6,+ .^-^i>,-,ftp.. + • • • + W 

- i^b,- + ••• + (- 

Diese Formel Idsfc das Froblenii die Reihe: 
«l'C*— l)»+««2'(»-2)» + f- 

mit Hilfe der iiltra-Beriioullischen Zahlen zu summieren. 

Denirtige Hunimierunj*en bilden im Gebiete der ultra-BernouUi- 
schen ürüUcü das Anulogou zu Sumn)i<'rungen, wie sie etwa von Herrn 
Glaisher im Gebiete der Bernoullischen Größen im 31. Baude des 
Quarterly Journal (1900) dorchgefOhit worden sind. (Qn fhe Tsliies 

of the series af" + (x - q)" -\- {x - 2q)'' + 1- ** «nd s^—ix-qf 

+ (« - 2qY + • • ■ ± f", p. 193. On 1* (as - 1)" + 2" (a? - 2)» + • - 
+ (df — 1)* 1" and other similar series, p. 241.) 

Dresden, den 18. Oktober 19Q2. 
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£mig6 kombinatorische Probleme. 
Von E. Netto in GieBen. 

Die in der nachfolf^onden Arbeit behandelten Probleme wurden 
mir von Herrn Peter Ueiilschi'/ky in Charkow vorgelegt, der ihre 
Lösung vergehlirJi in meiner Kumbiimtorik gesucht hatte. Es ist er- 
kliirli< h, duß in diesem Zweige der Wissenschaft stets Probleme au« 
Maugel an Gelegenheit und aus Fülle au Stoff unerledigt bleibeUi bis 
eine Anwenduug ihre LSmng foideri. Diese Anwendung war hier 
mnsikttieorelisclidr Natur. So bringt Herr Bentschisky die Fnge 
naeh den F«rmutation«i zwiseheii gleidien nnd nni^eichen Elemaitai, 
bei denen aber kdne Aufeinanderfolgen gleidier Elemente Torkonunen, 
mit dem „l^to^'-Spiel in natorgemSfie Verbindung; bo die cyklisch«! 
PernintaUcnien mit der Wiederholung derselben masikaÜBdhen Figur. 

1« Im § 7, S. 11 meiner Kombinatorik ist gezeigt worden, dafi 
eins ganze Zahl n auf 

Arten in ^ Teile, d. h. in q gleiche oder TOn einander verschiedene 
Summanden zerlegt werden kann, falls man auf die Stellung der 
Summanden Bflcksicht nimmt und also zwei Zerlegungen auch dann 
als verschieden nnsieht, wenn sie sich nur durch die Anordnung der 

einzelnen Teile unterscheiden. 

Ordnet man jede der so auftretenden N^^^ Zer&Uungen auf dem 
Umfangt' eines Kreises an und betrachtet statt der geradlinigen die 
cyklischen Anordnungen (Kombinatorik § so werden Tersehiedeue 

geradlinige Zerlepmcfen einer einzigen cyklischen entsprechen. Es soll 
nun hier die Frage behandelt werden: in winnde verschiedene, cyklisdi 
aupeordnde Zerlegungen bei glcicltcn oder nnfiU 'ulicn Smnmanden, deren 
Gemmtatizald q vorgesdirieben ist, laßt sich eine Zahl n Zerfällen? 

Die gesuchte Anzahl der Zerlegungen von n in q Summanden 

werde mit A'|"' bozeiclinot. Im iiUgeineincn gelien n lineare Zer- 

falliingen, wie wir die linear augeordneton kurz nennen wollen, eine 
einzige cyklische, indem man ja bei der cyklisehen ein beliebiges Ele- 
ment der linearen als Aufangselement wählen kauu. Nur dann fallen 
mehrere ider so erhaltenen cyklisdien Anordnungen in eine zusammen, 
weim die lineare Zerfallung sidi in identische Teile von geringerer 
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GliedAianzalil xMrlegoi ISBt. So Vuiem s. B. l>ei «t ^ 16 und ^ — 8 die 
e^isehm ZarfSUnogMi 



1115 1115 nur 4 Unmre 
13 13 13 13 „2 „ 
22222222 « 1 „ 



Zerf älluDgen j 



wihMmd sollet, S.B. bei 11161323 genau ^ — 8 UneBie Zer- 
fillongen einer ejrkliacheii eiito|Krechen. Damit weniger eile f eyUiache 
Zariegnngm anfireten, mflaiea n and p einen gemeiiuamen Teiler haben; 

und umgekehrt, ist dies der Fall, dann kann man ancb solche Zer- 
legungen konstruieren. Ist in diesen Zerlegungen die Qiiederanzahl 
eines der partiellen, identischen Teile gleich wo ein Teiler 

von Q ist, (laiui gihl es, falls diese q : Qq Teil»» nicht ihrerseits 
wieder in iioeh kleiinif" idcntisehp Unterteile zerlegbar sind, für die 
cyklische Zerlegung entsprechende (f^ lineare, statt wie oheu q Zer- 
legungen. 

lliernns folgt leicht die gesneht^^ Anzahl jfir'"\ Es reicht aus, sie 
in einem fllbersichtliclien iSpezialfalie herzuleiten. £8 sei 

dann haben also n und q als größten gemeinsamen Teiler 

Wir bestimmen zunächst die Anzahl der linearm Zerfäll ungen 
von M, wddie ohne UietUische Unterabteilungen sind. Jede ZerfäUimg 
mit solchen kann ans p oder aus q oder aus s Unterabteilungen ge- 
bildet werden, wodnreh oatflilieh die Bildung am noeh mehseren 
Umnwen Unterabteiliu^Mi nicht ausgeschlossen isi Solcher Zer- 
faUungen wftrde es also 

N^" '' -4- iV^" ' ^ IV** ' 

geben, wenn die an den eiiuelnea drei Snnuninden gehörigen Du* 
stellnngeii aUe Ton einander yerschieden waren. Offiuibar aber haben 
s. B. die m den beiden ersten Summanden gehörigen DanteUungm 
alle di^enigen SSerlegongen gemeinsam, die an 

»SM 

gehören; und Ähnliches gilt fOr die flbrigen Kombinationen der Sum- 
manden unter einander. Bekannte Sehlflsse aeii^ dsan, daß die Anr 
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laU der Imeirai Zerf&Uungra, die ihreneitB nidit in üntenerfUlimgeii 
w&dogjL werden können, gleich ist 

Uni ni der cjUieehen eotsiireelienden Ansahl su kommen, ist 
dieaee Aggregnt mit 1/^ m mnltiplisieien. 

Genm bo belumdeln wir die linearen Teünngen, welche ihreraeiig 
Zerfäüungen in p id eHtiaAß VnkrzerfaßMmigm mäanm. Jede dieser 
ersten Unterabteilungen «nihilt q : p Summanden, deren Summe n : p 
ist. Jr q: p solcher zusammengehörigen Zerfällungen gehören einer 
einzigen cykÜBchen Zerfallnng so. Die gesuchte AnzaJil linrnrer Dar- 
stellungen wird 

ip L Q-pp ^ PI»»' e^p'J 

* L f SM* ' • J cspM* 

Diese Anzahl ist mit p/p 7.n multiplizieren, um die Anzahl der zuge- 
hörigen cjklischen Zerfäll ungeu zu liefern. 

Oebt man auf Reichem weiter nnd nimmt in dar Ctesami- 

summe alle Glieder mit gleiciien iV''^ zusammen, so folgt 

ir<«> - 1 . iLzi 2v^(-=p) j, , . . y'-yjyi'« Pf) + , . . 

* f c' e ?:p^ ^ f C-PP^ 

' 9 QiP9 9 H-PPP ^ 

oder einftdier nnd in allgemeinster Form 

(•» toi dw gfOlM gaaaiMMM Tailer toh k nad f.) 

Dabei bedeutet, wie gewdbnCch d/m, daß <f aJle Teiler von m, eioge- 
scbloMen 1 nnd m selbst, dorcUSuli Die letate Formel gibt die 
Lösung der gestellten Angabe. 

2. Wir gehen som folgenden «weiten Problane Ober. Es seien a 
Elemente A gegeben, h ^nnente J7, n. s. f. . . demente K nnd 
endlich l Blemsnte L. Die Aniahl aDer Elemente beaeiehnen wir 
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80 daB die Äoxalil aller mit Aonialiiiie der Element» L durch » ge- 
geben ist Aus den gegebenen (n + f) Elementen A,Bj . . L 

▼erden alle mögliclien ;7r^r~>T7"f Permutationen jiebildet; es soll 

nun bestimmt werden, wie viele uutor diesen genau u Folgen der Ele- 
mente A, ferner Folgen jB, . . ., x Folgen K uad endlich X F'olgen 
der Elemente L besitzen. Dabei reprüsentiert eine Aufeinanderfolge 
von 9 Elementen der gleichen Art (2 — 1) Folgen dieser Art, so daß 
z. B. jede der Pennntationen 

AAABBAAAA BBß, 

AÄAAÄBAABBBB, 

BABBBBAAAAAA 

fUnf Folgen der A und drei Folgen der B aufweist. Wenn bei den 
A, deren Anzahl a ist, a Folgen Torkomnieu, scliroiben wir dies A^^^\ 
für das Auftreten von a Folgen der ist es charakteristisch, daß die 

A in {tt — cc) einzelnen Komplexen vorkommen; so in den <»bigen 
Beispielen, in welchem ti -- 1 , r( = fy ist, in 2 Komplexen. Die B 
kommen in denselben Beispielen wegen B'^ in 0 — 3 = 2 Kom- 
plexen vor. 

Wir wollen sowohl die Permutationen als auch die Lösuugszahlen, 
die dem Torgelegten Probleme genügen, durch 

(1) iK. -b; K. ii] 

beseiebnen. Denken mr uns in allen geforderten Permutationen die 
{ Elemente L getilgt, so entstehen Permutationen, die au 

(2) [ii*, i/^^, , . ZjJ («.i«, ft^i«, «»^«) 

gehdren. Wir liefern tOx (1) eme Reduktionsformel dadurch, dafi wir 
umgekehrt Ton allen (2) ausgehen und dnroh passende Einfügung der 

L auf die (1) zurückzukommen suchen. 

Während in (1) die A in {a (c) Komplexen auftreten, treten sie 

in (2) nur in (a — «,) = (a — ic) (cq — a) Komplexen auf; es muß 
also durch ein<^efngte L das Auftreten in jener größeren Anzahl von 
Komplexen bewirkt werden; die überschüssigen («^^ ~ u \ Folgen sind 
dadurch zu beseitigen. Setzt man zwischen zwei der A ein L, so ist 
eine Folgt? aufgehoben; es sind also {<(^ — a\ Elemente L einzeln 
zwischen die A zu fügen. Dies ist an so vielen Zwischenstellen mög- 
lich, als Folgen A in (2) vorhanden sind, also auf 
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▼endiiedaie ArteD. Auf Shnliehe Art sieht man, daft anr TOgong 

der fibenahligen (ß^ — ß) Fol^^en unter den B genau ^^'^ Wege offm 
stehen a. s. w. Im ganzen kanu umu also auf 

<») . OC) •••(".■) 

Arten ans (2) alle existierenden 

(4) [AI, B), ^c«.-«)+-+(^-*>] 

herleiten; die L kommen in (4) nur einzeln stehoid Tor. 

Von (4) wollen wir weiter in der Richtung auf (1) an gehoii 
indem wir 

(ö) K, ^i, «t, i^r'] 

zu erreichen aucheu. Dies geschieht durch Einschiebung von 
(6) 

Elementen L an Stdlen, durch welche die Komplexe der jB, . . £ 
nicht gestört werden; ebenso dfirfen die einsnschiebenden (6) Elemente L 
nicht an schon Yorhandeaae L treten. Es bleib«i also an besetibaren 

Stellen in (5) übrig die Stelle links vor dem ersten, die Stelle rechts 
hinter dem letzten Elemente und femer die Stelloi awisohen den ein- 
Minen Komplexen in (2). Da nun (2) 

Komplexe euthült, so bleiben an beset/baren Stellen 

- «i) + - Ä) + • • + (fc - *i) + 1. 
Anf diesen kann man die (6) Elemmte L anf 

/a-or^+&-ft+...+t-«, + l\ 

\ 1-1-«,+« ) 

Arten unterbringen; so viele (5) entstehen also aus jedem (4). 

Um endlich von (f)) auf den geforderten Typus (1) zurüek/.u kehren, 
hat mau uur noch nötig, die übrigeu k Elemente L beliebig deu schon 
an ({ — Stellen einaebi verteilten ohne Vermehrung der Komplexe 
ananfügen, d. h. il ISemente au {l — k) eilaabteii SteU«i nntennibringen. 
Dies ist behaontlieh auf 

r'*r-')-('T') 

Arten md|^ch. 
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So erh&lt man unior Ber&cluichtigiiiig yon (3), (7), (d) 

DaB für Oy • • X, die Weite (a — 1), ■ •,(/;— 1) obere Otenzen bilden, 
iflfe jft Mar. 

Beiapide. I. Qibt es nur eine Sorte von Elementen, dann folgt, 
wi« kiekt melillich ist, 

für«-«-!; 

IL Ist zu unterauchen 

[<- K\' 

80 ist zu bedenken, daß die Summe auf der rechteu Seite von (9 s sich 
aut das eiiie Glied, welches a — 1 hat, reduziert. Demuacii wird 
unter Zuhilfenahme von Beispiel I 

K.^j-cr)C7')(.-;-<.+.+.> 

Wogen dep letstos Fakton auf der rechten Seite ist der W«ft nnr 
dann Ton Null Tersdiieden, wenn 6 — /S — a + «Hhl"*0 oder >« 1 
oder 2 wild, d.]L für 6 — /l-*a — a oder •« a ~ « ± 1. Man findet 
demgendW 

K-BJ]-2C;')C7')«"^-''--«' 
- r;')C7') 

0 in allen anderen Fällen. 



(10) 



Uf. lat 

zur ünterendrang vorgelegt, no nehmen wir an, ee a^ 
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and onbfln die Sommandm aaeh abfteigeaden anteren Indieea 

^^^^ 

L<-.,^;-j, 

[<-s,^:-.l. [a:^,,b:^,]; 

Wflgm (10) sind dies die dangan aufManden QUeder. Ftlr den FlaJl 
h — a-^ « maß dao letaka nodh weg&Uaa, da dann 

wird, währeud doch ß der niedrigste untere Index you ist Diese 
Qlieder haben nach (10) die Werte 

Cii)^!;). K-Xz\). C=Xii)' 



-a-f«+l)'^( « )(6_fl-j-„)> ( a )(6_a-J-«-i)- 

Setak man ferner abkflnend 

(«-«) + (6-ft-(c-y) + t-.^, 

■o veriton nach (9) die Koeffisienten der Werte (11) der Reihe nach 

i'TKrK)' i'zrm r.rrK)-- 
(18) (.-.)(^-)Q^ r.rm r.rrKh 

or-r^Tr")' ocTT-r')- ot'y-T-i"-y 

filolliplizierfc man die Glieder (11) mit den entspnciienden EoefBaienten 
(12), 80 erhllt man ala den Wert der Snmme aller dieeo* Prodakte 



Digitized by Gc) 



192 TXttTO'. 
Ist bei 

b — fi>a — a 2a — 2a + 2<p, 

Bo renchwindeii alle Koeffimenten (12). Damit die« nicht geschehe, 
mnft für 

h — ß>a — a c — (6-/3) -(«-«)- 1, 

6— ^ = a — « c — y^O 

aein. AndareiMite ist Idar, daß ff nieht iieg»ttT aein kann, d. k ea iat 

wenn [A^ , B'^, C'^]>0 sem soll. 

IV. Ana dem erhaltenen Resultate lassen sich die Werte der 
Symbole 

«itnehmeD. Wir kdnnoi dabei a^b^c annehmen; dann besieht für 
e die Bedingung 

c^a + ft+ 1, 

und es wird 

^ — a + fr + l — 

Die oben angegebene Summe wiid dann 

H'ö')r«x) +{"ö')fT')(:) 
+c=i)C=x")+<i:)Cirr)+c-ycr)rn- 

So ergibt sich 

Hier fiQlt in (13) die «rite mit dw leisten Zeile maammen, und wegen 
a ^ a — ß muß in dieser der letste Summand getilgt werden. 
Überhaupt besteht bei a 1 ateta nur eine Zeile in (18), und hei 
& > 1 wird die Summe 
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Y. Kommen die Elemente 4> JB, • K nur je einmal vor, 
a^h^' ■ ■ = 1c = \, und irird ihre Anzahl^ irie oben, dnidi n be- 
seiehnel, ao liefert (9) 

8« — Wir wollen das im vorigen Paragraphen für lineare Per- 
mntationen behandelte Problem auc-li für cyklische Permutationen losen. 
Dazu gehen w r \<m der Auf<^'al)e des § 2 aus, modifizieren sie aber 

deri^p^talt, daß wir 1) in jeder linearen Pernmtation ein Element einer 
hcs'tinmitcn Art, etwa ein Element A. an dfn Anfang links hiusftzon: 
und daß wir 2), wenn am Hchlussc rechts gieichfail» Elemente A auf- 
treten, die l'olgen der A ho zählen, als ob auf das letzte Element 
wieder das erste folgte. So liefert jetzt z. B. die Pennutation 

ABBBBABAAAAA 

fünf Folgtti für die Ju Das nene beaeidmeiide Symbol sei 

(1) [K,^,.-;K.K]- 

Zur Berechnung von (1) wählen wir die enftepreebende Metliode wie 
früher. Dann erkennt man leicht» daß der erste Schritt, der Ton 

genau wie der entsprechende frAhere durchzuführen sein wird. Beim 
jBweiten Schritte, dem m 

führenden, findet eine Vernndemng statt, da die erste Stelle links 
von dem ersten A nicht von L besetzt werden darf. Folglich tritt 
statt (7) § 2 uan 

/a - a, -f - /}, -j- . . . -j- - K,\ 
\J— 1 — a, + « • — + 

als Faktor auf. Der letzte Schritt bedingt keine Änderungen; und so 
entsteht 

^ («4«, 5«— t, /»^ 1....). 

Eine Anmahme hei der Normierong der oberen Qrense Ton «i wird 
aich sofort heranastelleiL 

AnldT iu M*tti«iii*tlk mid tbrük. m. Ballw, T. 18 
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Behpid I. Gibt es nur eine Sorte toh Elementen^ dum folg^ 
wie leidit enichÜich iät, 

[ii;]'-0, für a^o. 

II. Ist zu uiitersucheu 

so ist so bedenken, daß die Smiiine auf der rechten Seite Ton (2) sich 
snf das eine Glied, welches K| — a ha^ rediuiert. Demnach wird nntor 
Zuhilfutahme tob Beispiel I 

Damit die letrte Klammer von 0 TerBchieden sei, mufi 

h — ß = a — tt 

werden; also gibt es Ton NuU Terschiedene Werte nur filr 

(3-) [A%^i;]'-o(":;7') 

Daß eine V«*bansohimg von a mit h, fi die rechte Seite von (3) 
bes. (3*) ändert, ist natdrlich, da den A eine besondere Stellung zn 
Anfang der Permntationen TOigeechrieben war. 

ni Ist 

znr Untersuchung vorgelegt, so ordnen wir die Summanden in i2) 
unter Berücksichtigimg von II unch abuelimeuder Größe von u^. Mau 
erhält dann als Wert des Symbols die Summe 

U.)C;>C=I)C7')C') 

+(.i,)("r)Ci;)C7>(;-) 



wobei 



I M /"\ / 6 — 1 \ /6 — a 4- a\ /2a — 2tt\ 



bedentei Ist b — ß<a — a, so schliefit die Summe schon Ton 
selbet| durch Yerschwinden der letzten Glieder, bereitfl mit einer 
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frttherm Zeile. Als Bedm^^ng für « — ^ ergibt sich| ilmlicli wie 

Hau erhalt beispiebweüw 

[AmciY - (Dil) • (1)0 • (ü) + m\) • • 0) - 24 

und natürlich für 

[^»Bjc?»]' - ffi® . ö)(j) . (0 + (öo) • a)öD • (t) - 24 

den gleidieo Wert 

4. — Jetet können wir ohne weiteres zu cykli>< Ii* n Pfiniutationen 
übergehen. Wir wuUeu aber, um die Formelu un-hi zu kuiupliziereu, 
die Annahme machen, daß auf etwa mögliche Unterteilungen, wie sie 
im ersten Pamgraphen bdiandelt wurden, simBohet kerne Rflekeicht ge- 
Bonmien werde. 

Dann lautet die Frage: Wie ifide e^iadie FenmikUionm des 

**** ^fi* ^i] 

gibt es, d» h. wk vide lasse» sieh atu a ^kmeiUm A, aus h BSemeiUeis 
Bu.s.f. Mdm, n>Me «e Fdgen der ersten, ß Foiffe» der sweHen u. 9. w. 
JEXementenarten aufweisen. 

Wir ^nttilen als Symbol für die Anzahl 

Da nun jede der sngdiörigeu Permutataonen mit einem beliebigen ihrer 
Elpuieute begonnen wer Jeu kann, so wählen wir für dieses Anfangs- 
elemeut ein A', und da die Anzahl der vorkommenden A gleich u ist^ 
80 folgt 

[K* K> 4T~i[-^2» ^fi* K* 

- C 7 ')i 2 (:■) • • • C) G-r-;1^.-^ . -1."+ J t^:. • • > k]' 

- (' V ') 2 (:■) ■ • • C) G-.t:U.-+, --.";.) [k. KJ-, 

«1« • • ' »1 

d. h. die Bednktioiwfoimel (2) ans § 3 hat auch hier Oeltung. 
Baspid l. Ee iat 

fOra-a; 
[<]"-0, filr« + «. 
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n. Eb Mi Torgelegl Ä^, i^; dann findei man dueh daa eni- 
aprodiende Beanltat des vongen. Paragraphen 

— 0 förfc — /34-« — «. 

Der Wert deg Symbols darf sich nicht nndeni, wenn man a nnd «c 
mit b und ^ vertausckt. In der Tat iat anch 

[ä(:)C/)]«'-)-[:Q(".')]-^''-«' 

und da a — «mmlf ~ ß iBty 80 folgt die Biehtigkeit der Behanptni^. 

Der Übergang zn cykliachen Permutationen, die in gleiche ünt»- 
al>teüii]igen zerfallen, bietet nun theoretisch keine weiteren Schwierig- 
keiten dar. Die Formeln werden aber so kompliziert, daß es bec|Qemer 
ist, in jedem einzelnon Falle die Kechnang dnrchanf&hren, aia die 
fertigen Resultate zu benutzen. 

Gießen, den ö. Januar 1903. 



Der ßaet der Arcnssiiuua-Reihe x^h 

Von L. SAAi.s€HiiTZ in Königsbei^. 

Bei der Entwickelnng der Reihe fSr aresin 9 mittels des Taylor- 
adien Lehrsatzes ist der Bes^ soweit mir bekannt^ bisher direkt nur 
fOx \x\<l betrachtet worden. Der GreiucfaU x^l wird «itweder, 
als nicht mehr elementar, der Fnnktionenlehre fiberlasaen oder mit 
Hilfe von Sätzen über Potenzenreihen erledigt, unter denen das Abel- 
sehe Theorem, daß eine Poieuzeureihe, soweit sie konvergiert, anch 
den Wert der Funktion, welche sie darstellt, richtig wiedergibt, den 
Vorzug verdient. 

Im folgfiiilon soll i_ri'7o\tr\ w«>r»lpn, daß iIüh ."inp^nieine Hostj^lied 
des Taylorscheu btitzes in seiner Auwendung auf die Arcussinus-Heihe 
auch zur Beurteilung des Falles x =^ 1 ausreicht 'j^ und es gelingt so- 

1) Die Untenmehong diese« Restes hat leale, tdeht etwa nur illoMtieehe, 

Bedettttttt^, weil für x zwisdieD 0 nnd 1 mwt Ein$tXh$t9 der ChtHMen (1 — 

wo ^(«r) « arcKin x, Tenchwladei. In solchem Falle nämlich entscheidet die 
K<mv<.rgeru^ b«s NüM-KowDeiyeHt 4e» JUrteg in seiner aUgemeineo, von SchlO- 
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gar unter Benutzung zweier verschiedener Formcin des Restes, einen 
von der Anzahl n der beibehaltenen (hez. berechai^en) Glieder ab- 
hängigen (mit n = öo verschwindenden) Ausdruck ansugeben^ dem der 
ßeet sich mii wach«eudeni m mehr und mehr nähert 

1. Je nachdem man das Restglied des Taylor sehen Lehrratzee 
an düH in x-" — ^ oder an das in a;*' multiplizierte Glied anscliließt^ 
welches letztere den Wert Null ha^ erhält man die folgenden beiden 
gleichberechtigton Gieichongen: 

(1) arcsina? -» + ^ ^ + • • ■ + »T* . e . • . (2« - ' 2n-i + -^-(^) " ^ 
oder 

Hieorin bedeuten JSi«(a;) und Itt9^t{w) die Funktionen 

(3) p(2^i)i \^*+m^ p(«n)I ' 

wenn man imt-er p eine wiÜkürüch anzunehmende positive ZhIiI, unter 
& und #j meht nülier l^ekaunte positiv*) echte Brüche versteht und 
f{x) durch arcHin ,/ ersetzt. 

Bei derselben Bedeutung von /'(x) gilt die bekannte und leicht 
abzuleitende RekundouBfonnel: 

(4) (1 - x')f<»*+'iix) - ißm - l)xf^'-^ix) - {m - l)'/t"'-»)(a;) - 0. 
Andererseita itb 

f{,x) = arc sin fix) - -7-^^, fi^) - — > f" (^) - «^i 

man kuim hieraus schließen (und leicht beweisen), daß f"'^{x) die Form 
besitzt: 

(5) Mo;)-- ^"t^, 



milch (wie Hetr PrinirBheim angibt) benflhrendeii Fmi^ P" ^ ^^^^V, 

in welcher p eine positive, anflerdem wiQkilTlidi wftblbaie Zahl und f einen nicht 
niher bekaiinten podtiven echten Brach« der auch die Gieuwerto 0 oder 1 er- 
reichen kanu, bedeutet, nach dir Null hin über die Cüftigleit l"-/.. f^tujültigl-eit 
der Taylor sehen Entwickelung der Funktion bis zum oberen Grenzwert der 
Yariablen (hier x ^ 1) einschließlich; und dieser Satz lilßt sich mit ähnlichen 
HüfnniHeln wie den von Hem Pringeheim in seiner iweiton Abhandlung 4ber 
den Taylorsd!»» liehnata (Bd. 44 der liatii. Ana. 8. 67 ft) angewandten beweisen. 
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wobei if',„(x) eine ^anze algebraisclie Fvuiktiou (m - Dten Grade« TOn 
X bedeutet, die bei geradem m den J^'aktor x hat. Z. B. sind 

(6) = 1, 9^(af) - ^p,(«) -1 + 2«* q>^ix) = «(Ö + 6a?«), elc. 

Setsi man den Auadrack (5) (und die entspreohenden) in die 61. (4) 
ein, so erhält man nach Multiplikation mit (1 — 2^)"*~~t : 

(7) - {2m - l)xq>^{x) + (»i - - »')y«_i(ar)5 
durch Differentiation der GL (6) folgt: 

aber es ist auch 
aleo 

th*+i(x) (1 — **)9> '»(«) + (2« — l)«9»ii»(«) 
und daher durch Vergleich mit (7): 

(8) ^;(a;)-(«-l)«9i»-i(*). 
Anch folgt noch aus (7), wie leioht zu ersehen 

(9) 9>«(1)-1.3.5. (L>m-3), 

(10) 9^. (0) - 0, 9>»,+i (0) - (1 . 3 . ö ... (2« - 1))» ») 

Ans (8) und (9) folgt mooeieiTe für m = 2, 4 ete, daß die 9>m(^) 
f&r positiTe x poeitiTO mit x iraohBende Werte haben. 



1 Als ich iu einem niatliomatisrhcn Kollorjuiuiu in AnwoRonheit meines 
Kollcj^'cn Hr-rn Fvan/. Meyer über den (icgciiMtand vorliegender Arbeit referierte, 
bemerkte durM«ll>e, daß er einige meiner Formeln ebenfalls gefunden und in sein 
deainftehit (b^ O^öiehen in Leipzig) ersdieiiiaides [tmterdenen eracIneaeneB] 
Werk über Diffcrentiab^chnimg aa^genommen habe. Wie ich aus den mir freond- 
ürhst ciiifrehändigten Korrekturboppn crpohe, sind dica, in analoger Ableitung wie 
oben, (iie Gll. (7), (8) und (10), die mit den dortigen (60) und (64) 301, 3U2) 
identisch sind. Anch gibt Herr Meyer die ezpliciten Ent Wickelungen von 9^(x) 

(hier (46) und (47)) in teinem Werke S. 808 an; mit Hüfe denelben aeigt er 
(S. 806, Formel (74)X dafi das liestglied der Arcussinus-Beihe für | x { < 1 sich der 
Nnll nähert. — Außerdem verdanke ich Herrn Fr. Mcycr die folgcnrie [icrsSnlirlie 
Mitteilung: Wenn für p der obige Wert { adoptiert wird, 80 ist auch, wie aus 
der zitierten Gleichung (74) 8. 806 daselbst hervorgeht, für jedes endliche m (n ^ 2) 
und «»-1 der Wert des Bestes endlieh, aftmlldi < 1, und UenntB kaum man tob 
▼oniheTeui nnd ohne weitere Rechnung, da sämtliche Glieder der Eutwickdimg 
positiv sind« auf die Konveigenz der Islntwickeluiig Ton arc sin 1 schlieBen. 
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Nimmphr folgt, wenn wir « — l , p — i, ^ — — u, bess. 
&i = — u und: 

(11) /<*>W(1 - «)— i 1 - 

«Hetzen: 

(12) ilb,(l) - iigend einem Werk von -^^^ , 

(13) l?|,+i(l)— „ j, » » ^2^!—* 

Betrachten wir nun den Verlatif von ^mi^^), und zwar sonaehsti ohne 
gerade« von ungeradem m sn unterschmden. £b ist: 

(") *-(»)--^' 

wenn 

(15) P„.(«) = (1 + u)<pUiti) ~ (w - -;)9«(u) 
oder mit Bflekaicht auf (ß)t 

(16) P,„(m) = (»» - 1)«(1 + u)9>,„_,(«) - (w - |)9>.(u) 

gesetzt wird. Dann weiter durch Differentiation Ton (16) nach n, in- 
dem aus (8): 

(17) y;;(u) * (m - l)»(m - 2)V«.-i(«*) 
folgt: 

(18) -^«ill - (m - mim - 2)«(1 + «)Vm-«(«) - (« - })»S.-i(«)}. 

Der oder die Extremwerte von Pm(M) treten also ein, wenn 

(19) (m - 2)»(1 + «)^P«-i(«) - («* - i)v*-i(«) 

ist. Setzt man dcu hieraus folgenden Wert von (p^^iiu) in die sich 
aus (7) ergebende Gleichung 

(20) 9«(u) - (2m - 3)i»y«-i(i») + (m - 2)«(1 - u*)9m-i{u) 

ein, so sieht man leicht, daß 

(21) 9miu) - (« - 2)H1 + u)>v„_.(«), 
und wieder ans (19) > daB 

(22) 9«(w) - (m - 1)(1 + ii)y«-»(M) 
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i»t. Die Substitution tod <p,,.^i(u) hieraus in (16) gibt den oder die 
Extremwerte l^iii(ti) von I*m{u): 

Dnaelbe oder dieielbeit sind also posiHv. Auch ist P«(u) positiT fttr 
u — lf lüimlich mit Bflckaieht auf (20) ftlr ii — 1: 

Jetast sei 

IM — 2»; 

dann ist fOr « ^ 0: 

(25) P„(0) - (1 . 3 . 5 . . (2« - l)y, 

also jiucli f>nf?itiv. Hnmit ist P,„{i() für m 'Jn (\ancrnd positiv, 
^8„(u) uimmt also dauernd zu, wenn u von 0 bis i geht, und da 
nach (11): 

(Ü6) 

SO folgt nach (9) and (12) der Marimalwert, den B»»{1) Oberhaupt 
annehmen kann: 

Weniger sinjEush ist der Vetianf der Funktion i^mi») zu henrfceilen, 
wenn m eine ungerade Zahl 2« -f 1 isi diesem Falle hat an- 
nachst wieder der Differantialqnotient i^»+i{u) das Zeichen Ton P9i+i(«) 
(siehe (14)); fflr u =» 0 ist aber der Wert des letaleren negativa nim- 
Ucih gemül (16) und (10): 

(28) Pf ,+i(0) - - (2n + . 3 . 5 . . . (2« - 1))», 
wBhrend fOr tt - 1 nach (24) und (9) 

(29) P»,+. (1) = ; 9t.(l) - 1 . 1 . 3 . 5 . . • (4» - 3) , 

alpo positiv ist. Die Kurve F:.,^i(it) sclmoidnt lU'innach, wenn ti von 
0 bis 1 wiichst, t inniai oder eine uii^erinle Anzahl von Malen die 
Absciasenachsp; im letzteren Falle würde ahvr Pf„^.i(u) myativf Minima 
haben, was wocjeu (JI. (2B\ welche für gerades und ungerades m gilt^ 
nicht ätatitiiidt'l; folglich hat die Gleichung: 

(30) Pt«+i(i») - 0 
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eine und mir eine Wuisel Kwiscluiii 0 nad 1; sie werde durch u* be- 
leiofanet und kuin durch AuflSBimg der Gl. (24i)teii Gxades 

(31) 4n\l + tt')9„(u') - (2n + J)9,.+,(u') = 0 

gefunden werden. Die Kurve ^s,^.i(ti) hat infolgedessen ein Minimum 
zwischen tt = 0 und u =» 1 und zwar filr u =^ u'. Sie liesitet aber auf 
lUeaer Siredce keine» Wendq^unkt, und demnach iat^ da 1 — < 1 ist: 

(32) • Min. tin+i{u) > Vj«+i(1) - 1 • *ii.+i(l). 

Ehe wir aber an diese Boziehung die sehr einfechen Kndschlüsse an- 
knüpfen, müssen wir die voranstellende Behauptimg beweisen, müssen 
also zeir^n, daß t-ln+iiu) für u zwischen ü und 1 dasselbe (positive) 
Vorzeichen beibehält. 

Durch Vergleich von (18) mit (Iii) schheüon wir unmittelbar^ daß 
(für gerades oder ungerades m) 

^33) •i^^^(«,-l)^p._,(«) 

ifl^ und mit Rflckeicht hierauf folgt duidi Differontiation Ton (14) unter 
Einflihning der Beaeichnung: 

(34) V„(ti) = (m - 1)*(1 + tt)P«-i(M) - (m + i)P«(«) 
die Qleichung 

(36) ♦:(«) 



(1 

Audi führt die Differentiation Ton (34) leicht m: 

dV (tt) 

(8«) -(«-!)•?._.(«). 

Ist nun m «= 2fi + 1, so ist F,i»(i*) positiv fÖr u =- 0 wie für « = 1, 

was sich leicht aus der Definition (34) von Vm{u) mittels (25) and 
(2^), be/w. (24) ei^ibt; dazwischen hat Vin + i(*i) einen oder mehrere 
Mininialwerte, da Fä«(0) nepitiv fRr u == 0, positiv für u = 1 ist, wie 
aus denselben Gleichungen zu f^rsehea. Wir zeipfen, daß diese Minimal- 
werte und iiberhau])t diü etwaigen für n zwischen 0 und 1 vorhandenen 
Extremwerte von V„Ju) (wie diejenigen von P,„(m)) po-ffVi« sind. Dn'ickt 
man Fm{}i) uod Pto-i(») mittels (Iii) durch die (p{u) aus, so kommt 

(37) 4 VM - 4(»i - 1)« (m - 2)« (1 + u)« («) 

~ 4(m - ly (2m - 1) (1 + u) (ti) + (4«« - 1) (t*); 
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ist V der Wert von u, für den Fm(tt), alao F^.iC«*) Yersdiwindetj 
so ist: 

(38) 0 = 4(fti - 2 f (m - 3)^1 + 

-4(m-2)«(2m-3)(l+r)y^_.(»)+(2m-l)(2»-8V«_,Wj 

dazu fllgen wir noch zwei ans (20) füigende ullgemein gültige 
Gleichimgen: 

(39) 0 = (m - 3)« (1 - M») (m) 4- (2m - 5) « {u) - («j, 

(40) 0 - (» - 2)« (1 - I*«) (f») + (2m - 3) « 9,^., («) («). 

Ana diesen Tier Gleiclrangen ktanen wir, wenn wir auch in (37), (39) 
und (40) fttr u den Spemalwert « annehmen, die drei Funktional 
9m-ti^) ™^ Vm-t(^) «Hminieren, oder, wenn wir luent 
9m-il^) ^ (ß^) (^^) wegbringen, eo daB die Gleiehnng 

(41) 0 « - 4(« - 2Y (1 + r) (2m - 3 - 2v) fp^_,iv) 

-f I (4 (»* - D' + - 3) (2m - 5)) - (4 (2 w- 3) - 1) r } ^(tj) 

entsteht, aus (37), (40) und (41) 9„_,(r) und 9p„.i(i') eliminieren. 
Multijdizieren wir zu diesem Zweck (37) mit 1, (40) mit A und (41) 
luit B, und bestimmen diese (auch von v abhängigen) Faktoren po, 
cIhB bei der Addition die Koe(^zienten von 9)^_t(«) und y«_i(p) ver- 
Bchwiuden, so ergibt sicli 

^ 4 (m — 1)» { f 8 m* ~8 m — 7) — (8 »n -|- 5) v ) 
(4(m — 1)* + {im — 3) (2m — 6)) — (8 m - 11)"» ' 

4r»-(4m«-l-.l)y» 

und hierane 

(42) 4 { (8m* - 24m + 19) - (8m - 1 1) t» } VJv) - 9(1 + t) <pM. 

Auf der linken Seite dieser Gleichung ist der Faktor von F„,(r\. iro 
auch r swischcn 0 und 1 /«y/*?« may, (für »1 > 2) positiv, und die 
rechte Seite desgleichen, also auch F„,(f') positiv. Daher ist V^^^^{iC) 
auf der Strecke « == 0 bis 1 überhaupt positiv, und somit die Kichtigkeit 
der Beziehung (32) erwiesen. 
Non ist naeh (14) und (24) 



d. i. nach (11): 
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und also nach (32): 

(43) Hin ♦..^,(11) > ^,^,(1) (l - 

Daraus f' lir^ nun ähnlich wie ohon (27), daß der Miuimalwert, den 
■^iii-i-i(^) ii)i>erhaapt aunehwen kann: 

(44) Mb. B,.,M>' i:i,^-'^:;,„ '' v^i^-^h-.) 

Bein mußJ) 

Der wirkliche Rest der Arcussiuus lieihe hat aber, für a" = 1, 
einen besÜnuuten Wert, den wir 12(1) nennen wollen; derselbe muß 
zwischen dem Muimnin von und dem (kleineren) Minimnm 

Ton Btn+iO) liegwif weil aonit die beiden Gleidinngen (1) und (2) 
mit einander in Widersimich gerieten, nnd wir haben also das Resultat 

(«) i»a)- i:::;:::[::z;j t^Mi-^ o^^^i. 

oder auch mit Hilfe des Wallisschen Produktes für x das folgende: 

Der IRest der Arctissintis-lleUie für x — 1 tuüiert sich mit tvtuJmndtm 
n detn Ausdruck 1 -.Ynx. 

2. Die Fnnktionen PmC») iMsofn sich auch beiderseits Uber die 
Strecke n 0 bis tf — > 1 hinaus verfolgen. Man findet: 

Die Kurve y Pj,(«) beginnt, wenn u von — oo bis + oo 
wächst, mit -f oo, erreicht zwischen tt 0 und m = 1 ein positives 
Miuimum iind jrnspits « 1 ein Maximum; im weiteren Verlauf schneidet 
sie die Abscissentichse und strebt der negntiven Unendlichkeit zu. 

Die K urve y =» jPg^^((f< ) begiiml, für u — c», mit - schneidet 
zwischen u — 0 und u = l die Abscisseimchse, erreicht jenseits u = 1 
ein ^iaxmium, schneidet die Abscissenachse zum zweiten Mai und lallt 
ebenfalls bis — oo. 

Die Punkte, in denen die Eurren y — P^(tt), ans dem PositiTsn 
ins Negative überg^end, die Ahseissenachse schneiden, rQckea mit 
wachsendem Index m imast wdter hmaus. 

Die Diskassion der Funktion F^(u) scheint weniger ein&ch sn 
sein, da zu untersuchen wäre^ ob die Unke Seite der GL (42) audi ftr 
« > 1 pontiv bleibt 

1) Der grdßtc Wert von R_^^ ^d) wird l>pi « = 0 jyewonnen, er ist 
1.3.5... nn — 1) 

2 . — - — 7s-t— ^ und (l)t'i proßeiu n) etwa doppelt so groß ala jeder der beiden 

Werte Max S^O) (s. (S7)} und Min (•< (i^)), kommt alao nieht weiter 

in fiefcncht 
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Hitteb der Aasdracke (10), (25) und (28) und der GL (8), bes. 
(33) lassen sich aaoh ^(u) und Pm(<0, da es ganze FnnkticMifln sindi 
nadi Potenzen toh u entwickeln. Man findek mit Hiljb der 
Haelanrinsehen Reihe 

m («) - (l • 3 • 5 • ■ ■ (2» - 1))' { 1 + (2«)' 8* + (2»» (2» - 2))' t 
+ (2n (2« - 2) (2h - 4))» ^ + . . . + (2 n (2« - 2) . . . 2)« , ) 
und durch Ditterentiation 

(47) 9>b»-(l-3.5...(2«-l))»jt» + (2n-2)»|; 

+ ((2« - 2) (2» - 4))' + . . . -f ((2« - 2) (2 « - 4) . . . 2)« j^^, } '\ 
sodann 

m P«.+i(t*)-(l -3 . 5 . . . (2n - - + (2nyu - (2ny^ 
+ (2n (2n - 2))» - '-^^ (2« (2it - 2))» ^-j ± ■ • • 

+ (2n (2« - 2) . • . 2)' - i ^2. - 2) • • • 2)« ;;^;} 

nnd endlieh: 

(49) P,.(«)_(1.3.5...(2»-l))«{l-*-5JZi« + (2„_2).|! 

- (2i» - 2)« ^ + ((2» - 2) (211 - 4))« ^ :f . . . 

+((2»-2)(2n-4)...2)'^-^!;i,-K(ii«~2)-.2)»^^^ 

Die Funktion F^(«) läßt sich in gleicher Art entwickeln. 
Königsberg, Juli 1901. 

1) Oder aach in etwa« anderer und auf anderem Wege gctuudener Form: 
-^(2A + 1)1 ((2n - 1 • 3 • 5 • - • (2i» - 2Ä - 3))» 

m 

g>in+i(u) -2(2Ä)! H2n)u 1 • 3 • 5 • • • (2f» - 2A - 1))» »" 
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Sätze äber Flächen von konstantem negativem 

EriUuffiiuigsffl&ß. 

Von M. lüLlBHTBAL in Mfingter i, W. 

Sind Qi und ^ die HAupikrümmiingslialbmeflaer für duea Ftuiki 

(P) einer Fläche, bo kann mftn fragen, nnt^r welchen ümst'auilen wie 
Gerede, die deo Endpunkt von fiißf^) mit einem Punkt der Tangente 
der 7.n (>]((>,) gehörenden Erümmungslinic verbindet, ein Nonnaleu- 
system erzeugt, falls der Punkt (P) die Fläf'ln' durcliwandert. Für den 
Abstand des Punktes (F) von dem Schriitt[)uiikt der (rer.iden uiit der 
genannten Taugente erhält maii eine partielle Ditlerentialgleichnng 
erster Ordnung, die sich hei den Flächen von kousta?iter negativer 
Krümmung sofort befriedigen läßt. Die direkte Herleitimg der so 
erhaltenen Normeiensjsteme und einiger £igeuschaften derselben ist die 
Absidit der folgenden Betrachtungen, in deren Verlauf sich ein sehr 
einfadher Weg zur AufirteUnng der Quadrataren finden wird, durch 
die sieh, einem Lieschen Satae gemlA, die KrQmnrangsliniesL der 
Weingartensdien FUkiheai beetimmen laasea 

L 

Torhemttrkmigaii und BestloluuuigaL 

Die Koordinaten y, der Punkte einer FKche seien Funktionen 
der YerSnderlichen u und v. Wir »erlegen die qnadratkehe Form von 
du nnd de, deren Versehvinden die Gleidumg der Erümmungslinien 
lieferi^ in lineare Faktoren nnd moltipliKieren letatere mit den noch zu 
bestimmenden Funktionen p und ^ So entstehe: 

und 2^ 0 (7\ « 0) sei die Differentialgleichung der zum Haupt- 
krninmungshalbmesser gehörenden ErOmmungslinien. Wir fahren 
die Beaeiehnnngen ein: 

cx dx Bx . dx 

dx^4^ -^-J, + ^ - A n + A^T^, 
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und nehmen: 



HiMnaeli sind A^, B^, Cj C^) nidits weiter als die Bich» 

tiingikoainiiB dar Tangenten der zn gehörend«! KrttmmnngBliniM, 
und wenn wir die Bogenlänge der letsteren mit ^{s^) lieseiclin^ 
können wir mIbmi: 

Bei dteeer Scbreibweiae ist, wenn v) «ne Funktion ron u und « 

Liiugs der durch den Punkt {P) gehenden und zu (J^ geuönudeu 
KrümmungHlinie sind u und v Funktionen einer VeiüuderUcLen^ etwa /. 
Beim Übergang vom Punkte (P) zu einem zweiten Punkt der Knrre 
mögen u, v, t die ZuwOchee Jv, Jsi, Jt erhalten. Dann ist: 

Weil aber: 



erhält man: 



du , dt ^. 

df^ riT«""~^r"*' 



Entsprechrad folgt: 



Falls -jfl^j/) geodätisdie KrOnunung der zu (),((>,) gehörenden 

kl iiiiiiiunigslinien und v^(y^) einen integrierenilen Faktor der Diffe- 
rentialform Ti(Tj) bedeutet, hat man: 

W_l_ d log Vi 1 rfloprn 
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Hit X, Y, Z sollen die Bichtnngdcosiiias der FiSehennormalen 
beodchnefc werden. Dann bestellen die Gleicliixngen: 



(2) 



Neihmen wir jetst: 

'^ds, _ ^( d9%^ 
SO besteht die Qleichang: 

Der Ausdruck aT, + (T, ist daher ein exaktes Differential, wenn: 

(»^ da dh a b 

Zum Beweise dieser — fttr den Ftül, daß die Ivrümmungslinien 
mit den Kurven i( =-> oonst., v const. zusammenfallen, langst be- 
kannten'') — Formeln sei auf m^ine Entwick]nno;en in den Mathema- 
tischen Annalpii Bd. 4l\ S. 5()H und meine Schritt: „Grundlagen einer 
Krüramuughlehre der Kurvenscharen" S. 10 verwieseu. (Vgl. Encyklopädie 
der matheni. Wissensch. Bd. III, D 3, S. 125^ 160.) Man überzeugt 
sich am einfach nteu von der Richtigkeit dieser Formeln, wenn mau 
— VjTj == dp, V, = dq setzend — berücksichtigt, daß: 

wodurch man in das Fahrwasser der gewöhnlichen Methoden gelangt 
ist; nur muß man sidi darüber klar sein, daß die sich mit Hilfe der 
Yeranderlichen p und q vollziehende Berechnung der Aldeitungen nach 
81 und 8^ erst praktisch ausfahrbar wird nach der lut^pration der 

1) Yergi. E. Cesaro: Vorlesungen über natürliche Ueometrie. Deutsch vua 
6. Kowalewski 8. 198 
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K. T. Liuemtbal: 



Biüerentia^leichungeai T^'^O, T, = 0, und Bereclmung intonierender 
Faktoren und v,, während die mit Hilfe der Variabein u und v 
sich Tolbuehende Bereohnung jener Ableiiongen stets möglich bleibt 

II 

• Normalensysteme. 

Wir gehoi sn den Flächen von konstanter, negativer Krflmmung 
fiber und setzen Q^ q., =^ - Trägt man Ton jedem Flächenpunkt (P) 
ans auf den Tangenten der K'rOmmungslinien nach beiden Seiten hin 
die Htrocke c auf, so werden dem Punkte (P) vier Punkte Pj, Pj, 

P^ zugeordnet, und ihre a;-Koordinaten sind: 

Die Endpnnkfce von und sei«! mit F'{x', y', e'), y", s") 

beaeidmet, aodaA: 

Die durch die Punkte (P,, P'), (P;, P'), (P,, P"), (P/, P") gelegten 
Geraden erzeugen, wenn (/*) die gegebene Fläche durclnvaudert, vier 
Strahlensysteme. Wir wollen zeigen, daß jedes derselben ein Normalen- 
System ist 

Fassen wir das erste dieser Systeme ins Auge und betrsdbten ab 
AuflgsngsflSche seiner Strahlen die Ton dem Ponkte (P,) besdiriebene 
Flache. 

Die Riditongskosinns der StraUen des Systems haben die Werte: 

Die Koordinaten einer beliebigen, dnreb das Strahlensystem ge- 
legten Fläche können in der Form dargestellt werden: 

und mau hat bei Anwendung der Gleichungen (2.) 

Wenn das Strahlensystem ein Konnalensystem is^ muß sich X so 
ab Funkfcion Ton « und v bestimmen bssen, daß die Strahlen des 
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Systems mit den Normalen der FlSelie («j, v^, k^i) «uBUDunemlidlem. 
IHea erfordert das Bestehen dw Gleiehnngen: 



oder: 



Man hat also: 



ü 0 ü _V§±^ 



d. h. die Differentialform Vff + c^ muß ein ToUstSndiges Differential 
sein. Dies ist tatsächlich der Fall. Die Anwendung der Integrsbili- 
tStsbedingang (5) liefert nämlich eine Identität, da die aweito Olei- 
chong (3) hier mit der fönenden: 

fibereinstimmt. 

Das lipfrachtptp Stralilensystciri ist somit, wie behauptet, ein 
Normalensystem, und da der Beweis beaiühen bleibt, wenn überall c 
durch —c ersetzt wird, so ist aueb das zweite der oben erwähnten 
Strahleusybteme ein Noriualeu System. 

Bei dem dritten der ft^lichen SfaralilenBysteme sind die Biehtungs- 
kostnns der Strahlen die folgenden: 

Eine Orthogonalflache des Systems wird dargestellt durch die 
Gleichungen 

fikOs: 



wo der Ausdruck unter dem Integraliieicbcn ein exaktes Üitferential 
ist. Da auch hier der Beweis bestehen bleibt, wenn c überall durch 
— c ersetzt wird, ist unsere Behauptung in allen vier Fällen gerecht- 
fertigt. 

Zugleich zeigt unsere EntwicUnng die fönenden beiden Sätae: 
1. B^rachtet man eine Orthogonalfliehe des ersten (ssweiten) Strahlen* 
Systems, so Ist ihre auf den Strahlen des Systems gemessene Entfer- 

JUvMt 4m Mitli— «ad Pliyrik. m. BMlMi T. U 
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nung Ton der Ortsfläche des Punktes P, \^P^) längs jeder zn 
gehörenden Kriimmungslinio konstant. Nimmt man aber eine Ortho 
gonalflSche des dritten (vierten) Strahlensystems, so ist ihre auf den 
Strahlen des Systems gemessene Entfernung von der Ortsfiäche des 
Pnnktes Pi(F^ längs jeder zu ^ gehörenden KrAmmungslinie 
konstant. 

2. Die Integration der Differentialgleichung der Krümmungslinien 
einer Fläche mit dem konstanteu negativen Krümmungsmaß ^ wird 
bewerkatelligi durch die Quadratur der exakten Differentiale 

Wir geben hierfür noch einen anderen Beweis. Bekanntlich hat 
Lie^) aus dem Weingarteuschen Satz über das Linearelement der 
Krümmungamittelpnnktfläehen derjenigen Flächen, bei denen die Hanpt- 
krüminuiit?Hhalbtue6i>er durch eine Gleichung verbunden sind, die Folge- 
rung ge/,ugen, daß die Krümmungslinien dieser Flächen sich durch 
Quadratnreii beitimiiieii Uaam. Wann (iß^idö^) das laniflnslonent «kr 
rai (q^) gehörenden Sdiale der ErOsimungsmittelpunktiflSdie benieh- 
nei^ so sind nach Lie die AusdrOcke: 

e ^^-^ydtsi-dQ\, e "'^^^Ydaf- dg\ 
exakte Differentiale. Bei Anwendung der Gleichungen (2) erhält nun: 
döl ~ d^l - (l - '^'tI, dcl - dffl = (l - ^«)"Tf, 

Bodaß die obigen Ausdrücke die Gestalt annehmen: 

Der Liesche Satz läßt sich mit alleiniger Hilfe unserer Glei- 
chungen (1) und (3) nachweisen. Wir geben den letsteven die Fionn: 

gl ^ ^ _L <^gt __ ^ 

9i (Qi — 9t) ^'t ' 9, (9, — 9i) ^'i ' 

nnd erkennen nach (5), daft die AusdrOcke 
1) Oarbovx' BnUetiii 1880. B. 801. 
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exakte DifferontiAle sind. Diese Aaedrflcke stimmen mit den obigen 
fiberein^ da: 

-P^^, - d log (l - — = log (l - *0 — 
Ffir ff^fff — ^ Ii* wird: 

sodsß auch auf diesem Wege sich die Größen Yq^ + ^, + c* ab 
integrietende f aktorsn toq und ergeben. 

m. 

Eigensohaften der betrachteten Normaleiisysteme. 

Um die KrümmungsliniVn und HauptkrümmungshalbmeBser der 
Orthogonalfiächen des ersten iStrahlensystems /n finden, gehen wir Ton 
dem Säte ausy daß längs einer Krümmuugslinit : 

dx + hdX 'i^dy-^hd¥^dM-\' hdZ^O 

ialt, wo 1/h die NormslkrflmnnuQg derjenigen KrfimmangBliiiie bedeute^ 
auf welobe sich die anfbretenden DijflPerentiale besiehen. In dem in 
Bede sfcebflnden FftU ist daber lli^ eiiier Krttmmnngstinie! 

du^ + hdi^ - 0 

oder: 

{(i - ^) -H j,} + (A + Ä)ciS, - 0. 

Uaa bat abM*: 

Wir können daher die obige Besiehung in folgende Form setaen: 

Die beiden weitereu aus den Gleichungen: 



Digitized by Gc3 



212 Bw V, Idunrnua : Sitie Sber Flftchen koutanteai n^tiTeni ErflmintingaiiiftB. 



hervoro^elipfiden Beziehungen ergeben sich aus der hingeschriebenen, 
wenn yl,, vi,. X boz. ersetzt wird durch B^, JBj, Y nnd C\, Z. 
Es müöst'n diilier (üo K'u'ffi/jpntpn %'on A, und o, .4., f'A' verschwin- 
den. Wir hüheu Hüiiiit den Hat/ gewonneu, diiß die beiden Haupt- 
krümmungsradien \ und /<, durch die üleichongen: 

(6) *j x-Y^V^, Ai--A, 

die nigehörigen Erümmnngaliniem durch die DilforentiBlgleieliungen: 

bestimmt werden. Die gefundenen Werte von //, und \ zeigen, daß 
die zu /ij gehörende Schale der Krümmungsmittelponktsfläche unserer 
Fliehe mit der Ortsflache des Punktes (P,), die m Jk^ gehöioide Sehale 
aber mit der zu (>j gehdrendea Sehale der KrflmmnngamittdpiuiktB- 
flache der gegebeaen pseadosi^i&rieeheii fli&cfae nuammenfllli 

Hinaichtiieh der Differentialgleiehimg (7) güt der Saia, daB aich 
ihre Integmtioii auf die Quadratur storflckftlhren. ISIM^ iralche die GröBe X 
liefert. Hit Hilfe der ans (3) folgenden Besiehnngen 

^ + e»)d»,' ^ + c*d*i 

nimmt namlidi die Differentialgleidiiing i,7j die Form, an: 

die dae int^pral ergibt: 

Ve? + + + * 

Für das dritte Strahlensystem folgt in ähnlicher Weise, daß die 
Hauptkrümmaogahaibmeseer einer Orthogonalfläche durch die Aoa- 
drücke: 

die sugehSrigen Krümmimgaluiien durch die Diffnrentialgleichnngen: 
beetimmt werden, TOn denen die erste daa Integral besitat: 



log 



Vg l + + gg — C ^ £_ 
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was man leicht erkennt, wenn man die aus (Hj folgenden Beziehungen: 

^ dl + ' -8, ^,(^2 + c^ds^ 

anwendet. Die entspreelimden Eigebnime f&r das »weite (Tierte) 
Strahlensystem eigelmi «ieh SOS dem für dw einte (dritte) geltenden 

durch Vertauschung Ton c mit — c. 

Berück Bi eh tigt man, daß einer Schar von KrünniuingBlinien fuif 

der zugehörigen Schale der Krümmun^i'^'iiittplpnnktstiäche eine Schar 
geodät isolier Linien entspricht, so kennt man nach den obigen Sätzen, 
falls für eine psseudosphäritsehe Fläche die Gleichungeu der h.rUmraung6- 
linien in endlicher Form gefunden sind, für jede der beiden Schalen 
ilirer Krümmungsmittelpunktsfiäche die Gleichungen von drei Scharen 
geo^üecher Liiiien in endlicher Foim 

Münster L W., 22, Mai 1902. 



Winkel- und Streckenteiiuiig in der Lobatschefsk^jscliea 

(Geometrie. 

Von 11. Liebmann in Leipzig. 

Bekamttlieli gibt es anßw der Enklidieehen Geometrie nur noch 
SV« Arten von Geometrien, in denen man jede Figur, ohne ihre Be- 
etinanungsstncke m ändern, frei bewegen kann*), die hifperbolüche (von 
Lobatschef8kij-"i und Bolyai unabhiogig entdeckt) and die dtip- 

tisdie (Riemann - HelmholtzBche), von der wiederum die s-phäriscJie 
Geometrie ein Spezialfall ist. Zwischen diesen beiden Arten von Geo- 
metrien besteht nun aber der wesentliche Unterschied, daß in der 
elliptischen Geometrie das „voliitommene Prinzip der Dualität" 
herrscht''), insoferu die Länge einer geraden Linie endlich ist, wie auch 
die Summe der Winkel mit gemeinsamem Scheitel, während in der 

1) Daß diese Annahme (zusammen mit der iu allen Geometrien bestehenden 
Gflltigljfit der Euklidischen Geometrien im Unendlichkleinen) zur Ahloitimg der 
Grundtormeln der Trigonometrie in der hyperbolischen und elliptischeu Goometris 
ausreicht, bat Gauß gezeigt (Gaufl Werke Vm. S.8ö5.) 

t) TgL: N. J. Lobatiehefikij: Zwei Gtoomefaruebe Abhandluiigen, (IbecMtat 
und herausgegeben von F. Engel. Leipzig 1898. Im folgenden angeführt mit ,,L". 

3) Vgl ; F Klein: Über die sogenannte nichteukJiduicbe Geometrie. (Math. 
Annalen 6, 57»— 626.) 
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hyperboliöt heu zwar die Iptztere Tatsache bestehen bleibt, die Länge 
der unbegrenzten Geraden aber unendlich wird. 

Dieser Unterschied der beiden Geometrien kommt nun aber auch 
bei der Wiakd- und StraftateOniig snr GMluiig. Li der inpadriBdiai 
Geometrie %. B. corkeniil hmh ohne weitevee durdi Ubergang von einar 
Figur snr PolarfigoTi dafl die WinkdLteiliuig eich auf die Streekenidlnng 
ntrttekfiÜireii ISßt; denn bei dieeem Übergeng Terwaiidelt eich der 
Winkel swischen swei Bidsbaiigen in ein Stflck eines groftten Enie- 
bogens. Anders in der hyperbolischen Geometrie : Hier ist die Teilung 
dee Winkels in beliebig viele gleiche Teile selbst dann nicht mdglich, 
wenn man die Möglichkeit der Streckenteilung aimimnii. 

Diee eoli hier gezeigt werden. 

1« Die StntkemiMhmg in der hyperMi&^im Geometrie. 
Gefreben Bei eine Strec:ke ÄBy und auf ihr n — l Punkte A^, . . ., 
(e. d. Figor), ao daft AA^^ A^A^ A^A^ , . -m A^_^ B ist 

Durch B legen wir den Grenz- 
kreie, dessen Achse AB ist, und 
legen dann durch den Pimkt B' 
auf ihm die Parallele zu AB, 
die wir rückwärts Terlängem, 
bis sie den durch A gehenden 
Ghrenzkreie echneidefc, dessen 
A^^i legm wir ftmer laober 
GrenakreiBe mit der Aehae AB^ welehe die Stredce A'B" in dmk 
Ptinkten A*, A\, . . A\_^ MPen mdgen. Beaeiehnen wir die 
LingOtt der Greoibogenstücke mit s, s^j s^j . . s,_i, 1 {B' kann 
immer so angenommen werden, dafl der Bogen B^ ~ 1 iet), eo ist') 

8 i 8^ ■* ^ * S| ! ^ • • • I • 1 y 

also 

Hieraus sieht man: Um die Strecke AB in n gleich: Teile zerlegen 
e» kSmu», muß mm die nie Wured am einem Chmakreisbogen «MAen. 

2. Skiriid^Uliruhg ontf fofuinijU&MMfi ier Eaiüiäkikm Oeomdiie, 
Auf der Grenafliche gilt die BoUidisohe Geonetrie*)| wobei an 
Stelle der geraden Linien dtt BaUidiaehw Geometrie die Grenzkroe- 
bogen auf der Grenzfläche treten, und man kann alle Konstruktionen^ 
die sich in der finkiidiechen Geometrie mit Zirkel and Lineal ans- 



i . 


h . 




. ^ 1 « 














t 




jT ^ 



Adiae AB iet Dardi A, A^, 



\) Ji". S. 189. 



8) Ji". S. 12. 
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ftthnn lawen, wie neli leieht eimehan iSßt^ daher aaßh auf der Greiu- 
fllche «Qif&lirai: Man kmn jeden Winkel blo8 mit Benntsimg Ton 
Zirkel und Lineal in 8" gleiche Teile swlegeii, man kann jedea beliebige 

Grenzbogenatttek in n gleiche Teile zerlegen usw. (Qenaaer gesagt: 
Wenn Anfangs- und Endpunkt eines Grenzkreisbogens gegeben sind, 
80 kann sh» die Teilponkto ffir eine Teilung in n gleiche Teile angeboi.) 

Dagegen kann man einen beliebigen Winkel nicht in n 
gleiche Teile 7erlegeu, man ksuin auch nicht die nie Wurzel aus 
einem beLebigm Gren/.kreisbogen ziehen (sobaM nicht n 2"*), usw., 
weil die entsprechenden Konstruktionen der Eukhdischen Geometrie 
unmöglich sind. 

3. StrexJienteilung und Winkdk'üung. 

Nimmt man an, daß man in der hyperbolischen Geometrie eine 
beliebige geradlinige Strecke in n gleiche Teile zerlegen kann, so wäre 
damit die Möglichkeit gegeben, in der Euklidischen Geometrie (auf 
der Grenzfläche) aÜe Konstruktionen auszuführen, die die behebig oft 
wiederholte Wurzelziehung aus einer positiTen reellen Zahl erfordern. 

Das genügt aber nicht einmal, um einen beliebigen Winkel in 
dm j^che Teile au aerlegeu. Denn die Gleichnng dritten Grades 

4 (cos — 3 cos j — cos — 0 

in der cos 9 bekannt ist, während cos gesucht ist, führt auf den 
Casus irreducibüis der Cardanischen Formel, da sie die drei reellen 
Wnzaeln hat: 

In diesem FkUe aber Tenagt nickt nur die Gardanisdie Formel; 
es läßt sich sogar die Unbekannte ttberhanpt nicht dmwh reelles 
Wurzelziehen bestimmen.*) 

Es ist also, selbst wenn die Teikung geradliniger Strecken in der 
hyperbolischen Ebene möglich wäre, schon die Dreiteilung des Winkels 
und umsomehr die n-TeUung oaier dieser Yoraussetsung noch nicht 
enaführbar. 

Leipzig, 25. Febroar 1902. 

1) Vgl. 0. Hölder: Über den Casus inedncibilii lisi der Gleichung drittea 
Grades. HafL Annaleii t8, 8. 807 ff. 
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E. Gmcn: 



Über neuere FortuBcbritte 
in der Eon8tntktio& stark anfldsender Spekkralapparatew 

Von £. Geurcke iu Berlin. 

Zeeman enftdeckie, daß die Ton einw Lichtquelle emittierten 
WeUen eine eigentfixnlidie Veianderung erfiduenj wenn die Lichta 
qnelle in ein inagnetiaelies Er«ftfeld ▼ersettct wird. Dareh die Anf- 
findnng dieser fundamentalen Erscheinung im Verein mit ihrer von 
Loren tz gegehenen theoretiadien Erklänmg ist der Foraehiing ein 
bedeutender Anstoß gegeben worden. Während man vordem, unter 
dem dominierenden Einfluß der Max wellschen Theorie, bei der Be- 
handlung der optisclien Phnnnmf ip lifsonders (h'n im „Äther" statt- 
findenden Prozeß der W - Ucnl rwej^mg und Wellenfortpflanznng ins 
Auge gefaßt hatte, ist iu neiuirr Zeit und vor allem im Ausciiluß an 
diü Entdeckung Zeeman s die Aufmerksamkeit wieder intensiv auf den 
eigentlichen Lenchtmechaniemus, aof die Vorgänge im Emissionszentram 
des Lichtes selbst hii^enkt wordoL 

Es erscheint heute als sdir auanchtsreich, diesen lai^je Zeit 
weniger besditeten Vorgang d«r Licbtemission au bearbeiteui umsomehr 
als wir im Besita einer Theorie sind, welche offenbar gedgnet ia^ fOn 
die weitere Foxschnng brauchbare Fingeraeige an die Hand zu geben. 
Doch stellen sich hier nicht unbedeutende experimentelle Schwierigkeiten 
in den Wog. Die in Betracht kommenden Eischeinungsn nnd ziemlich 
diffizil, nnd die Änderungen der Wellenlängen, um die pf? sich hier 
handelt, sind recht klein im Vergleich zu dem, was mit den vonflg- 
lichbten Apparaten bis vor kurzem beobnehtet werden konnte. 

Diese HuBprordentliche Feinheit der auf den Leuchtmechanismus 
bezüglichen i'hunomenc, welche teils, wie die oben genannte von Zeo- 
man gefundene Eisdieinung, bereits bekannt sind, teils sich aus ge- 
wissen theoretischen Überlegungen erwarten lassen, rttekt das Problem 
in den Voidergnmdj die zur Trennung der WeOenlängen bisher vor- 
handenen Apparate zu Terbessem. Die Losung dieser Au%abe soll uns 
im folgenden beaciUUtigea. 

Man kannte bis vor kurzem zwei Typen von Spehtialapparaten; 
die einen beruhen auf der Dispersion durch Prismen, die andern auf 
der Beugung an engen Spalten. Beide Typen, die Prisraenapparate so- 
wohl wie die Beugungsgitter, scheinen jedoch mit den heutigen Mitteln 
der Technik schwerlich einer bedeutenden Verbesserung fähig zu sein. 
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i 

Wenn man Hier «eitor kommen wiU, mnß man sd einem neuen Pkinsip 
fibergehen. 

Das neue Prinzip besteht in der Anwendung von Interferenzen bei 
hohem GangunicrHohied der interferierendNi Strahlen. £b ist nieht 
schwer, einzusehen, daß solche Interferenzen, wenn sie sich erzeugen lassm, 
vorzücrlirh ^'opiprnet erscheinen, sehr kleine Wellenlängendiffercnzen zur 
Wahrnehniuüg zu bringen, resp winzige Auderungen der Wellenlänge 
merklich machen. Angeuoninien etwa, wir hätten zwöi Wellen l 
und l'f welche sich von einander nnr um „y^, der Wellenlänge unter- 
scheiden, und wir könnten durch geeignete Apparate bewiiken, daß 
beide im Ranme Interlerauntreiftin bohan Gangontendiieda hfinronrufluL 
Dann wird jede einzdne Welle ihre besondren Interferenzatreifen er- 
seugeoy nnd die beidm bterferenzsyaieme werden sieh flberlagenL Ist 
etwa l die kOraere WeUey ao wird daa Sbeifenqratem dieaer etwaa enger 
aem ala daq^iige Ton X*, ao swar, daft immer anf 10000 Streifen Yon A', 
entsprechend einem Gangunterschied von 10000 längeren Wellen 1% 
10001 Streifen von A, entsprechend 10001 kürzeren Wellen A kommen. 
Dies heißt nichts anderes, als daß nach jedesmal 10000 Wellenlängen 
von l und A' Int^rferenzstreifen gezeichnet werden, welche genau auf 
ciunnder liegen; die beiden InteH'eren/.sy steine sind in „Konsonanz". 
Nach der Hälfte dieses Weges, also nach ÖOOO Wellenlängen, wird die 
eine Welle A' der andern k erst um eine halbe Länge vorausgeeilt 
sein, das Interferen^^bild ist hier ein andere», die titreifen beider 
Wellen liegen stwiscken stundet; tia aind in „piaamiansl". Um- 
gekehrt kann man nun, und darin beateht die nene MeÜiode'y aa> der 
beobachteten Lage der Laterferenzatreifen auf daa Vorhandenaein der 
Wdlen l nnd A' schließen. Man wtirde in anaenn Fall s. B. bei An- 
wendung von 5000 Wellenlängen Gbngunterschied, d. L bei einer Weg- 
atrecke von ungefähr 2,5 mm Luft, ans der Beobachtung eines in Disso- 
nanz befindlichen, doppelten Streifeusyst^'ms den Schluß ziehen können, 
daß zwei Wellen vorhanden sind, welche sich um ^öoöö Wellenlange 
von einander unterscheiden. Dieser Differenz würde in einem Prismen- 
oder Gitterapparat schon ein Linienabstand entsprcclien, der etwa 
d^ Abstandes der beiden Natnunilinien oder der beiden dunklen 
Fraunhoferschen Linien Dj und JD^ beträgt, also eine Größe, welche 
nahe an die äußerste Grenze des mit diesen Apparaten noch getrennt 
Widttnehmbarsn herankommt. Ea bestellt aber in vielen FiUem dareh- 
ans die Möglichkeit, Interferenzen nodi höheren Ganguntwaehieds sn 
eraeugen, nnd so sind d«ut die Leistungen der Firiamen- und Gitter^ 
apparate bei weitem flbeiliolt; man ist in der Tat, wie wir sehen 
werden, heute im stände, Wetienlängendüferenaen sn beobaehten, 



Digitized by Gc3 



218 



weloha nur eiii HÜlioBtel der Wellenl&ige und bocIl wenigier b€h 
tragen. 

Ee edl hier nidht in »ienBO Aber die TBrechied«Ben, bisher kon- 
struierten Interferenzapparate beriditet werden, mit denen man eine 
hohe AuflöBong der Spektrallinien eraieien kann^j Wir wollen nur 
einen Apparat genauer betrachten, und zwar denjenigen, welch (>r ans 
Terechiedenen Gründen als der zur Zeit bmuchbarste und leistungs- 
fähigste aiip:esehcn werden darf. Derselbe ist in der Reichsanstalt von 
Herrn Lummer in Gemeinschaft mW dem Verfasser konstruiert worili i: ) 
und bediüut sich der an einer {»iaiiparalleieu Glasplatte bei streiieiniem 
Austritt der Strahlen entstehenden Lummeraekeu „luterfereuzkurren 
gleicher Neigung." 

Die gewdhnUch in den Yorleeongen nnd- in -vieUn Lehrbflehem 
■llein behandelten LitafinrenMo, wie num sie s. B. hmm Newton lehoi 
Fubengbee oder beim Freenelschen SpiegelTenaeh erBeagt, nnd Air 
nnsem Zweck nieht verwendbar. AUe dieee Litexferenzein sind n&mlieh 
Bogenaamte „Kurren ^aiohnr Diaka" nnd wardan dnreh Strehlen gabüdat, 
welcha in einem beliebigen Punkte des bitarferenzbildes mit mehr oder 
weniger venclmdenen Phasendifferenaen sa^^eich interÜBhwan. Dadurch 
aber wird eine Unscharfe des Phänomens berrorgerufen, welche, wie 
sich zeip^en läßt, bei hohem Gangiinterschied mehr htmI mehr stört nnd 
schließlich das vollständige Unsichtbarwerden «kr Siifiit !] zur Folge hat. 

Die eiuzigen bekannten Interfcrenzerscheniiuigen, weiche auch bei 
hohem (langunterschied unter V oraussetzung einer genügend homogenen 
Lichtquelle noch schari'e, gut heobachtbare Streifen liefern, sind solche, 
bei denen in jedem Punkte des Bildes aUeiu paraäde Strahlen inter- 
feriaren. Die dann ttitefceh^den „^tetferaizlnirvan gleicher Neigung'' 
aind aoarat in ihrer Bedantung von Lummer erkannt worden nnd 
treten s. B. an jeder planpanllelen Platte anf. 

1. — Es falle (vergl. Fig. 1) der Lichtstiahl AJi, herrührend von 
einer Welle i, unter dem Einfallswinkel i auf die planparaUele Platte PQ, 
Dann wird «n Teil des Uehtes reiektiert, ein anderer dringt in die 
Platte unter dem Bredumgawinkel r ein. Verfolgen wir diesen im C 

Ii A B Olli Oll ch. Joum de phys (i) 2, 316—320 1R08 A Perot u. 
Ch. Fahrv. Ann. de rhim. cl phys. ^^7) 12. IfiO — öOl. 18'J7; Compt. rend 1897, 

1898, 18äÖ und lÖOO; Aim. de chini. et phys. (7j 1«. 18Ö9 und BuUeÜB Astron. 
Jänner 18a9| uch M. Hamy, Gompt. re»«L Itt, lOM. ISST. A. A. 
Michclson, Aslmphya. Jonm. 8, 36—47. 1898; Jonn. de phys. (3) S, 305—314 

1899. O. Lummer, Verhandl. d. Deutsch Physik Uepellschaft 8, 8.'i~'J8, 1901. 
2) 0. Lammer n. £. Gehrcke, Sitzuugs berichte d. k. Akad. d. Wissensch. 

SU Berlin p. 11—17. 1901; Ann. d. Pbjs. (4) 10, 457—477, 190S. 
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noehnub raflaktMiiMii bei D wiedw ftnstretenden Strahl weiter, so 
entstellen elao aue AB zwei panllele, interfereimfllhige StnMen 
und DE, welehe dnrdi eine Komredinee £ bei F nur LiteifNrens ge- 
bnelit werdm kömien. D» die Idiue L parallele Sirafaleii in demselben 
Punkte der Ba«uiebene ▼ereinig^ ohne neue GangnntMscMede m T«^ 
anlassen, so werden folglich sämtliche einfallende Strahlen, welche AS 
parallel sind, in demselben Punkte F interferierende Strahlenpaare 
gleicher Phasendifferenz erzeugen; so z. 6. werden die aus A' B' deri- 
vierenden Strahlen B'G' und D' E' mit demsclhen Gangunterschied 
wie BG uud DK und an demselbfii Ortp /' vereinigt. Alle Strahlen 
jedoch, welche unter andern Winkeln als » einfallen, interferieren an 




einem anderen Punkte der Bramebaie Ton L und mit anderem Gang- 
ontendhied. Somit folgt, daB die Phasendifferens in jedem Punkte des 

Interferenzbildes (softer von den Konstanten der Platte) nur vom Bin.« 
fidlswinkel i abhängt; die Interferenzkurren, d. i die Kunren gleicher 
Phase, sind also „Kurven gteicher Neigung^ und haben die Form ron 
Kreisen, deren Zentrum von solchen Strahlen gebild^ wiid^ welche 
senkrecht aitf die I'latte auffallen. 

Der Gangunterschied rweier interferierender Strahlen, welch» r out y 
bezeichnet werden möge, IhI sehr einfach zu berechnen. Fälit man von 
D auf BG das Lot DiZ, so ist der Gangunterschied der Strahlen 
BG und DE offenbar gleich dem Weg BC + CD, zorückgel^ in der 
Platte, Tevmindert um degi Weg BHf zorQckgelegt im AuBenratnm. 
Rechnet man dies ans, so findet mau: 

y — 2dn cosr, 
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wenn d die Dicke, n den Brechimgsesponflnteii dar plmpanUsleii 
Platte PQ bedeutet. 

Für alle Winkel », flir welche y ein gerades Vielfaches der halben 
WpllpnläntTp hpfriigt, verstärken sich die interferierenden Strahlen, für 
diejenigen Winkel, für welche }' ein ungerades Vielfaches von l;2, 
schwächen sie sich. Eb ist nun von hervorragender Wichtifrkeit fiir 
uns, nach welchem Gesetz der Übergang der Lichtstärke von einem 
Interferenzmaximum zu einem Minimum stattfindet Was wir haben 
woWea imd aUein tmmchen kSimen, sind seharfe^ woU definicKte hAtx- 
ferauatreifen; piisiaer ausgedrückt, die Breite eines Streifens m11 klem 
sein im Yearg^eioh zu seinem Alistand von einem benadibarten Streifen. 
Nur wenn diese Fordemng erftUlt ist, sind wir im stände, die durch, 
mehrere Wellen ersengten Interferenssysteme Aber einander nnd doch 
gefoennt von einander wahr/uneihmen. 

Obgleich diese Tatsache an sich phiui^ihel ersdieint, wollen wir 
uns dieselbe im einzelnen noch weiter durch eine graphische Dar- 
etelluntr der Intensitiitsverteilung verdeutlichen, welche für d)V folgenden 
Betrachtungen von Wert ist. Wir denken uns in der Interterenzebene 
(Brennehene der Linse L) eine Gerade gezogen, welche die Interferenz- 
streifen senkrecht sclmeidet. Senkrecht 7,u dieser Geraden, welche 
AbBcissenachse ist, denken wir uiui dann die in jedem i'unkte herrschejide 
liehtsliilw als Ordinate aufgetragen; so erhalten wir ein ansehanüches 
Bild Ton der Intensi1»tsTerteilnng der Interferenzen. 

Angenommen nun, die IntensilfitsTevienung eines durch eine 
Welle X eneugten Streifensystems werde durch die Eure aa m Fig. 2 











{ 


1./* V. 


/ ^ * 
Ii , 

/ *• ' 

/ » 

/ ' ' 


•' 


\ » 





Fl«. 1. 



dargestellt dann wird eine andere Welle X\ wdche fllr sidi allein ein 
gegen das erste in ,,1>issonaoz^ befindliches, punktiertes Streifen- 
System hb eneugen möge, »isaaimen mit diesem eine resultierende 
IntansitatsTerteilang herromifon, welche erhalten wird, wenn man die 
Ordinaten beider Wellen addiert. Bei unserer, in Fig. 2 gesetzten 
Annahme eines sinusartigen yerlaa£i der Eurren ergibt sich so die 
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dick geieiclmete^ der Absdisenachae panülele Qenide CC, d. h. wir er- 
halten dnich da#ZiiBammaAwirkai beider Wellen X und l' eine gleieh- 
n^ige Helligkeit oder eine Audöschung des Interferenzsystems! 

Ganz anders gestaltet sich die Sacbe, wenn, wie in Fig. 3, die 
Inteusitatsverteilung eine steilere ist, sodaB schmale Maxima auf breitem, 
dunklen Grand entstehen. Hier resoltiert ans den beiden Kurren aa 

I 

i 

M 

und lih eine Yerüajppiimg CCC dar Ifezima auf nur nnbedentmd er- 
helltem Gniiul, und man wird hier also die von den Wellen X und 1' 
geaeichneten Interferenzen Ober einander deutlich beobachten können. 

Wollen wir also einen für Spektralnntersuchungen brauchbaren 
Iiitnrff^renzapparat konstruieren, so mü'iMpT) wir dafür Sorge tragen, daß 
die iuu'nsitütsverteihinn; zwischen den Intertt t • n'/oii v'mo möglichst sfc«^ile 
wird, so daß schmale, intensive Maxima auf dunkleni Grund gezeielmet 
werden. Es ist nun eine fuudameutale Tatsache, welche wir sogleich 
beweisen wollen, daß durch Interferenz von nur zwei parallelen Stiahlen 
wie in Fig. 1 ron BQ und DE^ memob ein steiler IntensitiLtsabfall 
(«itBprediend etwa der Fig. 3), erzeugt werden kann; der bitensiüts- 
abfiill ist vielmehr sinusförmig^ wie dies der Fig. 2 entsprechen wQrde. 

Um uns hierron au überaengen, müssen wir auf die Schwingongs- 
TerhSItnisse der Strahlen im einzelnen nShw «ngehen. Bekanntlidi 
läBt sieh der Schwingungsanstand s in einer Entfernung q vom Emiasi- 
onszentrum der (als eben Toran^esetatoi) Wellen durch die Gleichung 
darstelltti: 

s — a • sin23r ^ + 0^, 

wo a die Amplitude der Schwingung, <P die Phase bedeutet. Für 
einen iweiten parallelen Strahl Ton gleicher Amplitude, welcher gegen 
den ersten den Gangmiterachied y hat, wflrde gelten: 

s'-«.8in2»(^ + *), 




vte-a 
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sodaft Bich die durch Interferenz beider resultierende Schwingimg ergibt: 

« + «' - 2acM« ^.8m2« (^^^^ + 0) • 

Es resultiert sonach wieder eine Hiuusschwingiing, aber mit einer vom 

a^i«^.^ y »bhäagigen AmpKtude der üröU 2aeo,.f D. 

die in jedem Punkte erzeugte Intensität J gleich dem Quadrat der 
Amplitude ist^ so folgt mithin: 

(1) J^-4a«cos««{. 

Ist der Qangiintenwhied f ein gerodet Viel^Mshes der halben WeHen- 
linge, so folgt hieraaiB fllr die Intenaittt der resnltierenden Schwingong 
/, - 4a« 

Ist dagegen y ein wngeradeB Vielfiiehet der halben WeUenlauge^ 10 
wird die bitensität «7, 0 

Haben wir also, wie bei jedem InterUnreiisbUdey unendlich viele, 
gegen einander ein wenig geneigte Strahlenpnare, welche in kontinuierlich 
benachbarten Pniiktpri dps futerferenzbildes mit kontinuierlich veränder- 
lichen Gangunters( hir<]p]i interferieren, so nimmt in Orten zwischen 
einem luterferenzniaximum (wo die Intensität = J^) bis zu einem Mi- 
nimum (wo die Intensität ^ J^t^Qi) die Lichtstärke alle möglichen, 
durch Formel (1) g«^ebeueu Werte au. 

Ana dieser Formel evridit man aber, dafl die IntenBiBttwerteilang 
dne tinusßrmge ist^ wie sie also etwa in Fig. 2 dnxeh die Knrre aa 
dargestellt wurde. 

Damit haben wir dk obige Beihaaptang bewiesen. Wir woUsn 
non zeigen, daß man dnreh Interferenz Ton meftr als 2 Strahlen unter 
gewissen Umstibid«! eine Ton dar StnosÜnm abweichend«^ steile Inten- 
sitätsTerteilung wie in Fig. 3 erzeugen kann. 

Wir nehmen an, es interferierten p parallele Strahlen 1, 2, 3, . . ., p 
gleicher Amplitude a, welche die Beschaffenheit haben, daß jeder 
Strahl yeyen dm folgenden dm Gan(f\mterncMed y besitd Daun er- 
halten wir unter Beibehaltung der früheren Bezeicimungen für die 
Schwiugungeu der einzelnen Strahlen: 

Si«-a*sin2»^ + 0^, 

^-a.8in2jr(^^ + 0), 
a^-«.sin2«(^^ + a»), 

j,«a.sin2«(*-±ipii^ + a>), 
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also ftr die resnlftifiraiidB Sdiwuigiuig: 

1 t 

Nun gilt aber die trigonometrische Beziehung: 

S«tem wir alao rar AbkOirang: 

23r(f + 4>) = «, 27c\^ß, 

■o folgt: 

Die resnltiereiide Sehwingimg hat tleo die Amplitode « ^(^^ und 
die LitenntSt: 



Fflr j» — 2 geht dieser Ausdruck, wie es ja sein muß^ in die Formel (1) 
Aber. Ist p>2, so müssen wir die Formel (2) weiter diskutieren. 
Für alle Werte der Phasendifferens ß, welclie gegeben sind durch die 
Gleichung: 

fenohwindet der Zähler in (2); hier liegen, de der Ausdruck (2) sonst 
fltets positiv ist> somit die Minima der Intensität. Zwischen den Miui- 
mis befinden sich verschiedene Maxima^ deren Höhe je nach der Größe 
der Phase ß eine verschiedene ist. Ausgezeichnete Maxima entstehen 
da, wo ß ein ^^zes Vielfaches von -;r, wo also auch die von ewei 
Strahlen allein erzengten Maxini a liegen. Dann verschwindet in (2) 
der Nenner, und es wird J ~ p^. — Wie die weitere Behandlung 
zeigt, überwiegen diese Hauptniaximct imd gewinnen mehr und mehr 
an Schmalheit, je größer die Anzahl p der vielfachen, zur Interfereni 
gebzacliteii Strahlen ist; die folgende Fig. 4 gibt a. B. fttr den FaU 
p <M 15 die IntmBitttrrainliing swi8ch«n awei Hauptmaadmie gemSB 
dttr Fcvmel (3) iviedar (a* 1 geaetat). Hier ist also tafaAdilich der 
gewiinaolifti BMfc ecnelt, and wir haben, abgeMbeii toh den sehr licht- 
schwachen „Maximis zweiten Gradee", eine steile Intenntatarnteilnngy 
wie sie schon in Fig. 3 angelahr angedeutet war. 
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K. Gkbrckr: 



Dasselbe Prinzip der Znnamienwirkniig vieler paralleler Strahlen 
Ton konstantem Gangunterscbied y wendet man auch bei den Beng^nge- 
gittem an. Die Theorie dieser letzten Apparate ist aber eine Vorn 
pliziertere, da hier mit gebeuf^m, von der geradlinigen Fortpflanzung 

abweichendem Licht operiert wird. Es ist merkwürdig, daß der viel 
emiachere, von uns oben erörterte Fall der Internerem regulärer 



itUerftnerndr Sltwäiea jftekktr 



est 



1' «*' 



Fig. 4. 



Stiahlen^ wdelier nek nadi den Regeln der geometrieehen Optik in 
einfaeker Weise berechneil laßt, «o lange unbeachtet bleiben konnte 
und ent in allemenster Zeit wiedw behandeilt und «qMrimentell benntrt 
worden ist 

2. — Wir wenden uns jetzt zur An.sfiilirung des zuletzt beban- 
delten theoretischen Falles iu der Wirklichkeit. Die vielen interferieren- 
den Strahlen yom Qangnnteraohied y «rbalten wir, wenn wir das lidit 
auf eine phiupaiallele Platte anfifallem lassen, doch so, daß durch "nA- 
fache Beflezion im Innem der Platte yiele parallele Strahlen snr Ent- 
wieklnng kommen, welche man dann interferiereti läßt Im einaelnen 
hat sich so die folgoide Anordnung ergeben: 

Das Lieht fSUt (Fig, 5) nahean senkrecht auf das Ueine, recht- 
winklige Prisma Pf welches anf die planpsiall^e Glasplatte PQ auf« 
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g^tiet wi So wird die FUttuiobei^die im Innem nahezu imier dem 
Girazwinkel der Toife]refleiion geiaroffen, nur ein sehr Ueiner Anteil tritt 
nahem etcnfeiid ens; bei weitem dee meiste Lidit wird somit reflek- 
tiert, trifft wieder die Flattenoberfläehe, und dann wiederholt sich da« 
Spiel You neuem. Der Endeffekt ist, daß auf jeder Seite der Platte 
eine Reihe paralleler Strahlen von nahezu gleicher, gegwi das orsprfing- 
liche Licht sehr kleiiun- Intciisitat austritt, welche, von dem auf oo 
akkoinniodierlHii Fernrohr vereinigt, Interferon/.syj^t^'nie von der oben be- 
handelten Huhärfe des iateüaitiitHal)fal Im in der Hrenueheue aufzeichnen. 

In einer Beziehung wird durch diese Anordnunj? aber die durch 
Formel (2) n^egehene Verteilung uur angenähert darge.st^llt. Die luteu- 
sität der interferierenden Strahlen 1, 2, 3, • • ., p ist muuljch in der 
Wirklichkeit nicht für jeden Strahl dieselbe. Bedeutet yiehnehr 6^ den 



Reflexionskoef67.ienteu de.s Lichts an der Glasplatte, so bilden die 
Intensitäten der einzelnen htrahleu 1, 2, 3, . . wie leicht abzuleiten, 
eine geometrische Reihe vom Exponenten a*. 

Die Beredmnng dieser so gebildeten InterfersnBWsdieinung ge- 
staltet sieh etwas weniger «infiMh ab diejenige für Strahlen Ton lanter 
{^eichen bttensitftten. Man erhÜt eine FormA^), deren Diskusrion er- 
gibt, daß der durch sie repi&entierte InteauitatBabftll nm eo steiler 
ist, je mehr sich dem größten Werte 1 nähert, d. h. je mehr der 
ideale Fall von Strahlen gleicher Intensitäten TerwirkUefat wird. Ans 
dieser Bedingung, dem Koeffizienten tf' einen recht hohen Wert zu er- 
teilen, erhellt auch der Zweck des kleinen Prismas p in Fig. ,5. Würde 
dieses fehlen, so müßte man daa Licht, welches ja streifend aus der 
Platte austreten soll, auch streifend einfallen lassen, und damit wäre 
ein enormer Intensitätsverlnst verbunden. So hat z. B. für einen Ein- 
laUswinkel von 88" die Größe ö' den Wert 0,883; hier würden also 
über 88% der gesamten zur Verfügung stehenden Lichtstärke verloren 
gehen. Diesoi Intensit&tsrerliist Terhindert das Prisma p. 



1) vecgt 0. Lttumer a. E. Gehreke, 1. e. 

Anhtf 4« Mrikmmtlk vmi Vfefiik OL BflilM. r. 16 
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Die ftbiigv HoBtieniilg IniatferaiutgpfiktnMkoiM iA one lebr 
einfaclie. Dasselbe irii4 auf einen Spektrometertisch geseM, deeMB 

Kollimator abgenommen ist Man beleuchtet nicht direkt mit der zu 
untersuchenden Lichtquelle, sondern dispergiert erst grob durch ein 
zweites Spektrometer mit Prisma (ein solcbps irt^uügt raeisteus). Durch 
ein vor den Int,«'rffrt»n7!i]ip:u-Ht gesetztes Diaphragma kann man dann 
eineu beliebigen Anteil aus dem Spektrum ausblenden. 

Eine Eigentümlichlceit des Apparats besteht noch darin, dnß n an 
den Beleuchtungsspalt, hinter welchem sich die Licht(jupllt' betindet, 
nicht, wie sonst üblich, vertikal, sondern vorteilhafter sdurf zur Ebene 
der Apparate stellt. Dadurch wird erreicht, daß mmi die Interfereuz- 
bilder zweier benachbarter Spektralliuien getrennt zu gleidier Zeit be- 
obMhiea ktnn. Die genauere EfUinmg dieeea adur etwOnaehtcn 
Effiekfea kann aber hier fibei^angen werden. 

Bisher sind erst wenige Interferensapektroskope in WirkUchkeit 
ansgefiüurt worden. Die Sdiwittigkeit liegt in der Beadia£^g von 
tadellos planparallel geschliffenen, genOgend großm Glasplatten. Die 
für nnaere Methode erforderliohe Qüte derselben geht wi die Orenae 

der LeistungslShigkeit der heutigen Technik heran. Immerhin gelingt 
es, Glasplatten von einigen Millimetern Dicke bis auf Bruchteile einer 
Wellenlänge gleich dick und plan herzustellen, und zwar auf eine 
Länge, welche die Dicl<e um etwa das 40fache übertrifft. So haben 
zur Vei-füfTung des Veri'is^jers bisher Platten von 3 resp. ö resp. 10 mm 
Dicke und 120 resp. 14U resp. 2Ü<J uiin Liiiirre gestunden. Die damit 
erzielbare Auflösung ist für die verschiedenen Platten nicht die gleiche; 
sie ist für die zuletzt genannte Platte am grüßten und beträgt hier 
nmd 1 Milliontel der Wellenlänge; dem entipricht also ein Trennungs- 
vennögen Ton etwa Vi^qq des Abstendee der beiden D-Linien. 

S, — l^ic Unterauchung verschiedener öpektrallinien mit dem 
neuen Spektroskop hat bisher vor allem das interessante und neue 
Resultat ergeben, daß keine der mit den gewöhnlichen Prismen- und 
Gitterapparatea homogen erttcheiuendeu „Liiiieii'* von einfacher Zu- 
aammenaetaang ist Yielmehr weist jede Linie eine indiTidnelle Struktur 
Ton oft bedeutender Kompliziertheit auf. 

Besonders eingehend ist das Queckailberspektnun nnteraneht worden, 
wie ea tOb einer Vaenmnbogenlampe mit Qoecksilbenlflktroden aua- 
gesandt wird. Im aichtbaven Teil besteht das Spektrum ans 2 gelben, 
einer hdlgrOnen, einer dunkelgrOnen, einer bhuien und 2 Tioletten 
Lini«L Jede dieaor |,Linien*' bildet aber, wie sich heransgestellt ha^ 
einoi Kompla von a^ nahe benachbarten, diskteten Wellen, die sich 
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teilweifle nur am 10~'«A ond weniger voneinander «nteisdieideii. 
Man beobachtet meiflt eine beEeare l^upUinie, wddbe Ton weniger 
hdlen j^Trabanten" beglaitet ist; anweikn jedoch ist man im Zweifel, 
welch«! TOB dem ▼ielen j^Trabaateii^ man als Banptiinie ansprecheii 
darf. BetreA genanerer ^nielheiten muß auf onsare aitierte Abhand- 
lung verwiesen werden; hier sei nur erwähnt, daß die hellgrOne Queck- 
attberlinie nach den neusten Untersuchungen die komplisierteste Zn- 
sammensetznng besitzt und aus 21 Linien besteht. 

Eine ähnliche Kompliziertheit der Stmktur wiesen außer den 
Quecksilberlinien auch die Spektren anderer Ötotfe auf, wie z B Cafl- 
mium, Natrium, Wasserstoff. Man muß nur die Bedingungen des 
Lenchtens so wühlen, daß die Struktur beobachtbar wird. 

Er:/:,cugL maii uämlich die Spektra auf die gewöhuiiche Art, etwa 
mittelst einer Sakperle im Bunsenbrenner oder dnreh Fankenentladung 
an Elektroden ans den an untwsadienden Edrpern, so gelingt ea nich^ 
die individnellen Feinheiten dar Linien wahnunehmen; die Unian erschei- 
nan entweder sehr lichtschwaeh oder sehr ▼erbreiteirt ond TSrwascheiL 
Will man wAuaeh, lichtstarke Linien erhalten, so mnft man den an 
untersuchenden Dampf bei möglichst großer Verdünnung in einem 
Geißlersohoi Kohr zum Leuchten bringen. So haben wir z. B., untw 
Benutzung Ton Erfahrungen des amerikanischen Physikers Michelson, 
ein Vacuumrohr konstruiert, welches, auf 300" C erhitzt, intensives, 
homogeues Cadmiunüicbt unter der Einwirkung elektrischer JBIot- 
ladungeu ausstrahlt. 

Sehr Hohüii beobachtet man an dem Interferenzspektroskop die 
Verbreiterung der Spektralliuieu mit zunehmender Dichte des leuch- 
tenden Dampfes. Die rote Waeserstofflinie H„ nimmt z. B. bei Drucken, 
die ohariialb Ton % Atmosphire liegen, eine solche Breite ein, dafi an 
^er Platte Ton 0^ cm keine Intorferanzan mehr auftreten, da die 
von bsoadibarten Teilen der ^Umtf eraeogtra Literfevenxmazima den 
gansen Bsnm awischea 2 anfdnanderfolgenden Intetfwenistreiliem aus- 
füllen. Noch bedeutender ist die Verbreiterung der blaugrQnen Linie Hfi, 
Bei fortschreitender Verdünnung des Qases aber werden Interferenzen 
sichtbar, welche mehr und mehr an Schärfe gewinnen, und schließlich 
treten Einzelheiten der Struktur henror. So a. B. entpuppt sich die 
Linie als DoppeUinie. 

Das Zeeniansche Phänorni n ist sehr leicht, schon mit vorhältnis- 
müBig schwachen magnetischen l iMem, wahrnehmbar. Nach der elenien- 
tareu Theorie äoUte eine Spektrullinie in der liichtuug senkrecht zu den 
Ej^fkUttien in ein Triplet serspalten werden. Hiernach mOßte also die grüne 
Quceksflbwlinie, welche 21fach ist (vergl. oben), in 63 Komponenten 

15* 
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au^esplittert werden. Von dieseii koimie man ftUerdingB dnroh ein 
NikolBches Prisma 21 auslöschen, sodafi nur 42 Qbrig blieben. Immer- 
hin aber ist diese Zahl von Linien viel zu groß, um mit den bisher 
zur Verfügung stehenden, planparallelen Platt*^n wahrgenommen werden 
zu können; man beobachtet bei Erreorting des Magneten eine allgemeine 
Erhellung des Gesichtsfeldes, und nur das ron der Hauptlinie gebildete 
Triplet hebt sich deutlich ab. 

Es ist interessant, daE sich durch di« komplizierte Zusammen- 
setzung der Spektrallinien in gewisser Hinsicht der sogenannte ^o- 
male Zeemaneffiskt^ erldirt Dieser besteht darin, daß manche 
Spektrallinien nicht, wie die elementare Theorie dies fordert, einfache 
Triplets oder Dnblets bilden, sondern in eine viel grSfiere Ansahl Ton 
Komponenten, wie 6, 9 und inehr, aarapalten werden. Die theoretiBche 
Evfclanmg dieser Anomalie hat viel Schwiwiffkelten bereitet Da ntsn 
jetat aber weiß, daß die ,^inien'' Ton vornherein aus einer 'ßeren 
Anzahl von Individuen zusammengesetzt sind, welche nnr infolge der 
Mangelhaftigkeit der Apparate nicht wahrgenommen wurden, so er- 
scheint das beobachtete Verhalten der Linien im Magnetfeld nicht 
mehr verwunderlich. Vielmehr wird üiau umgekehrt mit einiger Wahr- 
scheiuiichkeit prophezeien dürfen, daß eine Spektrallinie, die den 
anomalen Zeemaueilekt liefert, sich bei der Uuteräuchuug mit dem 
luterfereuzspektroskop ab komplex auch ohne Magnetfeld herausäteUen 
wird. FrMlieh ist aber an beachten, daB keineswegs aBe beim 
Zeemaneflbkt beobachteten Anomalien sich auf diese einfikche Weise 
erkl&ren Vm^ wn - 

Man kann erwarten, dafl die VerTOllkomnmnng des Interferena- 
Spektroskope, insbesondere die HersteUnng immer besserer planparalleler 
Platten, nns an einem weiteren Eindringen in den Mechanismus des 
Lenchtprozesses verhelfen wird. Auch die Astrophysik wird fielleicht 
ans der Verwendung des neuen Apparates Kutsen aiehen können. 

Oharlottenbnrg, Januar 190B. 
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Ober die Frobeniossclieii Kovarianten einer Bilinearform. 

Von J. Wbllstbin in SfacafibiiTg L E. 

In seiner Arbeit „Über die schieie liiTarianfc emer bilinearen oder 
quadratiscLieu Form"*) hat Herr FrobeniiiH gewisse Kovarianten 
einer Bilinearform Ä abgeleitet, die später, anscheinend imabhilngig 
▼on Frobeniua, Herr Study*) wiedergefunden und genauer untersucht 
hati wobei sehr interessante Eigenschaften der tPoiÄ) zutage getreten 
sind. Offenbar nnablüuigig von beiden Autoren ist dann H. Laurent^ 
anf diese Formen gekommen, die seither in dm Frobeniussdiea 
ünteisnehnngan fiber vartanschborc Matriien*) und über Onippen- 
charaktere*) eine nicht unwichtige Bolle spieloi* loh mÖdite nmi im 
folgenden einige Sätze mitteOeu, die geeignet scbeinen, die Eo- 
▼arianten ^^i^) vielleicht in den Mittelpunkt der ganaen Redukttons- 
tiieorie sa rficken. 

§ 1. Besdelunuigvn. 

1, Wir fülu^eu die üntersuchimg an Matrizen »teu Grades. Den 
n* einfachsten Bilinearforraen x^ y^ (/(, /: 1, 2, . . ., n) entsprechen 
ebenso viel einfachste Matrizen j Ä; 1, 2, . . , n), von denen T^^^^ 
in der hten Zeile an Jtter Stelle das Element Ems, eonst latiter Köllen 
hat; der DaisteUnng einer Bilinearform durdi die Xf,y^ entspricht die 
Zerlegung einer Ifotrix: 

in die Summe: 
(2) 

IT» 

nnd fttr das Rechnen mit den 1*«,^ gelten die Formeln: 
(B) ^k,kT,„ - *».,^».,- 

Wenn man ^]u,>^'^ "^'^ Hilfe von (2) und (3) durch die ^ linear und 
homogen ausdrückt, ergibt sich, wie Laurent") gezeigt hat, durch 

1) Grelles Joom., Bd. 86. § 6. 

2) „Rekurrierende Reihen nnd bilinearc Formen", Monat«h. f. M. n. Ph., 2, 1890. 
8) ,fixpoa6 d'une thöorie nouvellc des eubütitutionB", J. de Math. (&) 4, 1898. 
4} «fÜber Tertaosohbwe Mabiien**, B«rl B«r. 189C^ 8. «Ollt 

6) „tW dieF^iiiiMrtOEeii d«rGhiippend«tenninaiite*', 1. c. 1896, 8. lB48ff., % 6 (ft). 
6} L c, 8. 88. 
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Elimination dpr T unmittelbar die „charakteristische" Gleichung von Af 
die wir uns in ihre verschiedenen linearen Faktoren zerlegt denken: 

(4) F{A,E)^ {A - a,Ey^{A - a^Ey-...{A - a,Ey - 0, 

Die Gleichimg niedrigsten Grades, der A genügt, sei: 

(5) f{A, E)^{A- a^E)^ {A - a^Eys ... (-4 - a^£)c^*- 0. 

2. Beoeidinet \x]^ eine Uatrii^ die in der Asten Spalte^ tou oben 
naeli unten genommen, die Elemente x^x^*, in den n — 1 übrigen 
Spalten nnr Nullen hat, ao Iftftt eieh die Snbetitiition: 

(6) •<* - «A, i^i + + + «A, ,a;. (*. = » -) 

nuMunmenfinaen in: 

1^ man naeh Belieben 1;— 1| ■ • v nehmen kann. Das Produkt A[x\^ 
nach den Regeln der Hatriaenmnltiplikation gebildet^ stellt eme Matrii 
Tom Typna [x)i^ dar, weldie eboa, Element fttr Element^ gleich {x')^ 
ist Die machen die j^Wertayateme" («), auf die Ed Weyr') aeine 
fonneniheoretiachen BnteTsacbnngen geetftt^ ha^ vollkommen entbehr- 
lich und haben den Yozzug, den Rahmen der Hatrizensymholik nicht 
zu verlaaaen. — Wir müssen jedoch einige wohlbekannte Sätze über 
Gleichongaajateme erat in die Sprache der Matnzeoajmboük ttber^ 
setzen. 

§ 2. Lineare Gleichungssysteme. 

1. Nennt nmn, wie üblich, die Matrizen A^, A^, A^ linear 
unabhängig, wenn sie einer Gleichung: 

CiA^ + CfAt + • • • + e^A^ - 0 

mit nuneriadien Koeffimenten Cg, nur dann genfl(^, wenn 
dieae MuntUch Tenchwindai, ao gilt der 

SattL IHe 9 £n Mairwe» \x'U, [x'l^,..., {x^>l^^sindmr dmm 
Unear unabihängigj wmn die MaMx nim Grades: 

X — [x'f^, x'^f . . ., 0, 0, . . 0} (»=.i,a,...,«) 
den BßMg q bai. 



1) ,.7A\r Theorie der biUnearan Fonnen", Mo]i»4«liefte für Math. n. Fbjs.« 

Bd. I, 18»0. 
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denn nur in diMem Falle hat das Gleichnngsiyetem: 

oder BUBgeiÜhrt: 

t'i-t^ + -|- . . . 4. e^x[9) = 0, (* - 1, X, . , n) 

nur die eine Lötuiig » 4^ • • • » -b 0; wie ersichUich, ist 0 die 

^trix NuU". 

8aiM IL Sind m dem BiisAd Imear umbkäMjfiffer Mairigm 

alle Malmen \x\ enthalieti, so i^t p = «, 

denn nur für q = n kann niiui die c so besümmea, daß bei beli^iffen 
X|, 0^ . . .| die Gleicliimgen: 

** + H + * «k-i, 1, .., m) 

beateheoi die Bjmboliseli dweh: 

wiedexgegeben werden. 

8. Ebenso IftBt sieh das Oleichnngssystem: 

(1) 04,1^1 + tf^^,a^ -f • • • + « 0 
znsammen&ssen in: 

(2) ^{*U-0 

und gibt sich so als Spesialfell der Gleudituig: 

(3) .-iA-O 

zu erkennen. Dauiit wenigen« eine Matrix X existiert, die (3) genügt, 
muß |J; = 0 sein; sonst folgte aus (3) durch Multiplikation mit 
sofort X ^ 0. Zur Losung von (3) benutzt man am bequemsten ein 
mit Ä äquivalentes Diagoualsjstem: 

(4) P^Ö-«-<öi, «t, »r> 0, Ö, 0>, lPl-1, l^l-l, 

dessen Diagonaleleniente On . . siad, wenn r den Bang von A 
beaeichnei Setat man Q'^X^M, so geht (S) Über in: 

(5) «X — 0, « - <ai, . . flv, 0, 0, . . ., 0>, 

und nun kann man unmitt^^Ibar die Lösung angeben. Im Falle X={aj}jj> 
der alleia wegen des Folgendon iiier zu besprechen ist, hat man: 

(6) «{j)*-0, wo IsU-rMa^U 
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oder ausgeführt ft, j, ■= 0, n^j., 0, . . a^jf^ = 0, w^irend sich für die 
n — r übrigen { keine Einschränkung ergibt. Die Lösung von (2) ist 
demnach {a^}*= (^Is}* mit ?i = J» — • • • — ~ ^ verfügbaren 
tr+t? • • •» £■» ^^^^ ausgedrückt: 

Schreibt man 3*,i= so ist ^= [qj^, <j^, . . ., g^"'} und: 
(8) \xU^ lff^'*^>U£r+i + • • ■ +lfl<"^ 

SetiEfc num die ^,^^1, ir+tt • • t In gleich Noll, dieses gleich 

WOB, 80 erweisen sich . . [q^'^]k selber abLSsongeiL von (2), 

und 8war nach Saias I als linear anahliiugig% da j ^ | »j« 0 ist So er^ 
gibt rioib, in etwa« fremdartiger Einldaidmig^ der elamentarB 

genau n — r U»iear UHätMnffige LSsungm: 

aus denen sicft jede emäerc linear und homogen mU mmerist^en 
Korf/menien 0H8ammen8etMen lä^ 

Wir wollen das System (9) eine j^Biisis' der LSsiingen Ton jl{:r }^»0 



§ 3. DiA FrobeniiusoliAB MatiiMii 
1. Sei xnr Abkfiirang: 

(1) «1 — «„«4, l„. <•—«,» •) 

Dann haben die 8 Fomen: 

9t («1» «i) - » . . . ^IV^* * 

(2) 9ii^f «l) - ^'-i'^t'r 

keinen von u^, üliliüu^igeji gröBten gemeinschaftlichen Teiler, mau 
kann diesen also gleich eim annehmen und in die Form liriugeu: 

wo die if(«ti) ToUkommen bestimmte ganw rationale Funktionen Ton 

« — — »ind. Wenn man (3) wieder homogen macht, 
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bM und fiftoh Beoeitigung der Nenner ansielle tod u, die Matrizen 
A, E treten lüBt^ lo folgt die wichtige Gleichnxig: 

(5) E ^ 0, (A, E) + {A, E,) + -" + OXA, E). 

Von den Funktionen W [u, 1) haben außer 0„ (m, 1) alle den Faktor u — ff^, 
also hat 0„(m,1) nach (3) ihu nicht, kann also nicht durch / (m, 1) 
teibar sein (§ 1, (5)), und nach einem Satze ron Frobenins ist fnlg- 
lich ^„ (^1, nicht gleich 0. Damit ist die erste Behauptung des 
folgenden Satzes bewiesen: 

Saiz L Die s McUrism *P^, 0^, . . ., 0, genügen feigenden ßciimgungm: 

t keine isi ^eieh 0, 

4. sie sitid linear unahhängig, 

womns sich dann leicht ihre Identität mit den von Frobenius^) defi- 
nierten Matrizen (Formen) <p„ {Ä) ergibt. Formel 2. folf^t daraus, daß 
alle Faktoren von f{A,E)\\VLt\ mnltipliziert rann fn) mit 0^, so 
bleibt wegen 2. gerade Efl> = 0;,, wo E als Emheitamatrix weg- 
gelassen werden kann. Fanden sich Konstjuiten e^, c^, . . c,, sodaß 

c, <I>, + 0j 4- 1- c, <P, = 0 wäre, so hätte man nach Multiplikation 

mit 0„ ßofort c„ 0„ = 0, also = 0. 

2. Die Grundlage fÖr alles Folgende bildet der 
Sa4ß II. Qemigm die MiOHfien Q„ den Qkidimgm: 

(6) P,(^-a,£)"-.0, {A-a„BrQ„^i^ 

für irgend einen posiUven, gamzcdUigen Ejcponenlen m, so ist: 

(7) P.-P.^»., Q.-^.Q., 
und dann natOrlicli aodi: 

(8) PM-^M'-O, (Ä-a„Ef''Q„^0, 

denn 0„(A — a^E)^" = 0. — Da man nämlich den größten gemein- 
aohaftlichen Teiler (w — aj^ von (« — a«,)" und f{Ufl) in die Form: 

(9) (» - a^f - h(u, 1) (u - «,)- + *(«, 1) f («, 1), (1^,^) 

bringen kann, so ist wegen § 1, (5): 

(10) {Ä - a^JE)' « h {Ä, E) {A - a,^«, 

1) Teq^ FoBnote 4) der ISnleitDiig. 
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und «Of (6) iblgk: 

sodaß, wenn man mit {Ä — agEf''~^ multipliziert, in der Tat Glei- 
chung (8) besteht. AuBer 0„ haben aber all*» ^ den Faktor {Ä — aJEyio, 

nuÜhin ist aneh P«^«« 0, ^^Q^ — 0 ^« ^ tf'j, und nim ergibt aich 

(7) indem man mit Benntiaiig Ton (5) die Prodakie P^E^ EQ„ bildet 

8. Auf Grand de« 8«tBee II knoit mea ohie jei» JMmmg lOmt- 
Udie Ldeongen der Qleiehung: 

(11) {A-a,Ef''\xU^(^ 

angeben. Iii nSmlieh n — x„^^^ der Rang Ton (Ä — a^ü)^«, und wihH 
man t^^^^ Ifahizen {t\k$ ^ ToUkommen nnbeatimmten 

Elemeniem in der ibten Spalte^ so iel: 

(12) \^'']k-'^J^'^}tf (— * '«.P«) 

ein vollständige« System I th -jr imahhäiigiger Lösungen der Gleichung(ll), 
und wenn man diese 8vsh nu fir <j = 1,2,... ,5 bildet, wobei, soweit 
sie reichen, immer wieder dieselben [%]^ benutzt wenieü ilürfen, so 
sind auch die = t, -)- t,^ ^ -f • • • + Systeme j x"' ' ) » in ihrer 

Gesamtheit linear unabhängig; denn wäre ^c^^A^**\k'~ ^oflQr 

man nach II auch = 0 schreiben kann, so bekäme man 

ff.« 

dnrdi Multiplikation mit wegen I: T.,«^««(j^>')i^O, aodaß 



nun doch die zu demselben 6 gehörigen {af'*\^ linear abhängig wären. 

Wie auch immer man {x]^. wählen mag, ist aber {«'}^«-> <&^|;e|j 
eine Löeong von (11), also darstellbar in der Form: 

« 

und nach (5) ergibt die Smnmation fiber 0*1,2,...,«: 

d. h.: Jede beHebige Matrix {x]^ ist durch die n' linear unabhängigen 
Matrizflo {a^*)| darstellbar , folglich ist nach § 2, H ihre Anaahl 
gleich also: 

(13) + + 
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Gans «b«iito liaB«n aioh die aUgemdnen Syelienie des &§ktm H be- 
lundeln. 

4. Wir denken uns die n Matrizen (.r'-'j^ in irgend eine Heihen- 
folge gebracht, am einfachsten so, dali die zu demselben 6 gehörigen 
[x*''^]^ nach wachsenden t geordnet sindj [tf, tJ gebe an, die wievielte 
Htbiac in dioMr Beüittilolge ist; die » Ztlikn ls,t] bilden 

daher eine Permatatiooi von 1,2, ...,n und k&nnen wie einselne 
SnminaliontbdioM gebrwielit wexden. Dann ist: 

(14) 2-^{«*')».fl-2*.(«*'>i*fl, (vr''''_.'.'«e.') 

«,* 0,t \j( "»Ja *• / 

eine Kabix, deren [ö, T]te Spelte von oben nach nnlen gelefun die 
Eleniente xl % ^ . ■ x"^'* hat Dir Rang ist nach § 2, I bei der 
linearen ünabhiagi^raii der {sf**)^ gleich n, also |Z|4*0. Mittele 
I, (2X (ß) MblieSt man daim: 

(15) -^{«•'Mc»,*!, 

t t 

wo der Fakfeor 4P, in der Snnune nach Sata II sMien oder fehlen hann. 
Nnn geht aber {^'}c«,4 m< X hervor, indem, man aSk Elemente 
Ton X auBer denen der {p, v]ten Spalte in Nnllen verwandelt; das 
leistet ab«r gerade die Multiplikation von X mit Tf«,«], [«^tj, denn all- 
gemein ist CT^^^ eine Matrix, die in der hten Spalte mit 0 fiberein» 
stimmt and somN; nur Köllen aa Elementen hat Daher ist: 

^gX — X ^rtj,f|, ta,^, X-^„X^ y ^u. ti. i«,t], 

d.h. 

Sdte ///. Ihe s Mfdrieen 0j, . . ., lassni sieh simtdtan in 
A^refftde n der einfachsten Matrizen T^^x, I^^^, . . ., T^^^ trans- 
fömierm: 

(16) X-'0,X-^ri^,i. t,.^, C-».«. .Seo) 

« 

Durch diesen sehAnen Sata werden alle bisher gefimdeiien Eigenschaften 
der auf das einfiMhate aufgeklärt, speiiell ist Formel (5) eine on- 
mittetbare Folge von J?— r,^, + T,^, + • + T,,,. 
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i? 4. Normalform der Matrizen im Falle s — w, 

1. Auf § lU läßt sich sehr leicht die Lehre von der normalen 
oder IfHnonischen Form der Matrizen p^nden. Wir beginnen mit dem 
einfachsten Falle s = n, wo alle »i Linearfaktoren der charakteristischen 

Gleiclmn^; von einander verschieden sind, y„ = Q„ ^, ff 1, 2, . . w. 
Darm siud die iu ^ 3, (2) definierten v n Foriiieu — l)ten Grades 
ffoi^h, wegen ihrer linearen Uüahliiingigkeit 7,ur linearen Darstellung 
jeder anderen Form (n — l)ten Grades geeignet: 

und €0 iffc snnSehrt ftr «, a„, ti, « 1: 
oder, wenn man 

(3) «I«}-»- - aj«, («„s) + «5«b(«i»«i) + • • • + %). 
Hieraus folgt unmittelbar für v = 0, » Jl, % » £: 

(4) JE- *t(il,ir) + ^iÄ,E) + • . . + *,(4JS) 
übereinstimmend mit § 3, (5), für v — 1 aber außerdem: 

(5) A^a,0^iA,E) + ih^iAE) + . ■ • + a.fl^.(ii,£). 

Ehe wir diese Formel mit § 3, III in Verbindung bringen, ist noch die 
Mate X zu bilden. Läßt man i^, . . vöUig nnbeelammt, 10 
kann man naoh § 3, (12), (14) einfaeh setaen: 

(6) X^^,[A,£)UU + 0»{Ai^{l\t + • • • + 'PM,JE){i},, 
und nadi § 3, (16) isl: 

(7) (a-l «), 

sodaß aus (5) sich: 

(8) X-'ÄX - -f- ««T,,, + . . + a,T.„ 
oi|pl>t^ d. h.! 

8ai§ l Hiü äie diarttkterisMie Qkidmiff eimr Malrix nUmQrades Ä 
Jaufar vendUedme Imeatfälttonn^ so worden 0^, - • -j ^» «fx' 
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Acrdb die mit wAettimnUm FaritMn lt»-.., gebiMde 

tranrforniiert in: 

Das iet di« bekannte Noimalform ▼on Ä, Will man Ittr j^, • * •» 
iMBtunmto Werte einaeliaeny to haben aie nnr der einen Bedingung m 
genttgen, da& 1X14*^ mnft. 

9, Win man im Falle s<n fta A eine an (5) analoge I)aap> 
aleUnng bnben, ao Tenagt die in 1. angewandte Methode. Zwar hat 

Study') dnroh Partialbmcbsserlegong Ton — waa im wesent- 

lichen auf das Yeri'ahreu des Artikels 1 hinauskommt — für A eine 

Darstallnng: 

(9) ^ - Cai0i + -I- (0,0», -f- öj) + • • • + (a.O. + B,) 

gefunden, wo: 

(10) a^.<?^-ö^*.-o, Mr-o, 

aber diese Zerlegung Ton Ä erweist sidi nicht als ToUsOndi^. 

Ans (9) fb]gt AbrigODS durch Multiplikation mit 9^ unmittelbar 

(11) A0„^a„0„ + e,, 

sodaß man die 6^ ganz emfacli durch: 

(12) e„^{A~a,E)0„ (.= ..«....-) 

definieren konnte; in der Tat folgen vermog*^ § 3, I aus (12) unmittel- 
bar die Formeln (10) sowie Of^" = 0, genau wie bei Study. Die 
Matrizen ö„ sind aber noch weiter zerlegbar. Wir wählen daher einen 
anderen Weg, der über die Matrix X zur Normalform fiihrt; dazu ist 
eine etwas urastäudiiche, aber durchaus elementare Erörterung des 
Lösungssystems ?ou (A — a^Mj^a [x\^.=^ 0 erforderlich. 

§ 5. Kormallom der Matrizen im FaHe s^n. 
1* Wir soheidm die Iiösnngen {jc"*') der 01eichung: 

(1) (4-«.Ef.{,u-o 

in LOiimgesi L^^^, die der Gleichung: 

(2) (A-a„Ef{xlt=^0, <?-i.>. 
1) L 0. 1 7. 
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genügen, oder, wie vir sagen wollen, „zum Bxp<»iaitoi q gehören^, 
und in LSmttgen fi^^^, die zwar zum Exponenten ff, aber au keinem 

niedrigeren gehören. 

1. HUfseatE. Die Gleichnng (1) hat mindettena eine 

Denn gehörten alle L^^^^ aohon anm Eaq[»onenten Qg ^ (f„ ao hatte 
die Oleichnng: 

die n linear imbhäogigen Lösungen (or^'^jj^dee §3,3,imd J~J(-4— a^£)?^ 

wire nadi §8, III Tom Range Null, alao gleich 0; dann hatte ^ ^ a^t 

den Faktor f{u, l), sodaß also nicht kleiner als sein kann. 

Wie n — Tg^^^ bisher den Hang von (A — a^Efla bezeichnete, so 
sei n — T^^^ der Rang von {A — a„Ey!. Dann hat (2) genau tg^^ 
linear unabhängige Lösungen, sie bilden eine „Basis" ^ der L^,^- 
Von einer B^^^__^ ausgehend wird man, um zu einer B^^^ zu gelangen, 
noeh eine gewiaae Anaahl B^^^ linear unabhängiger 'il^^^ hinaunelinien 
müaaen, alao i«t: 



jene nooh hinsoanitlgenden linear nnabhingigen ^ konatituieren eine 

2. Hilftaata. Dnieh die 9^^^ Hatricen einer 9,,^ läflt aieh keine 
^9t^ iff^9) liiuMur, homogen und mit nicht dnrehana Tcradiwindenden 
konatanten EoefKaienten ansdrllcken. 



Befinde aieh nimlieh im Bfiaohel der ^„ „ eine L„ ^. oder 
^o, n-it • • •> 80 kSnnte man aie mittela der ^a,^ -i linear und nomogen 
danitellen, aodaß xwiachen den Matriien der 9,^^ und der B„^^_i, die 
doch snaammen eine B^^^ bilden, eine lineare Abhingig^eit MaÜnde. 
Aua demaelben Grande folgt: 

3. Hilfiiaata. Ana einer S,^^ entatehmi durch linkaadt^ Mnltiplikation 
mit (A - a„E), (Ä - a^*, . . ., (A- je 6^^^ linear un- 

abhängige fi^^ fi,^ . . ., fi^ 1, nnd dieae ^Ö,^^ Matriaen — die 
Sg^^ eingeachloaaen — aind anch anaammengenommen linear nn> 
abhSngig. 

Denn kannte man, wenn (stIa, . . . eine 9«,^ iat, von Nnll 

venehiedane Eonstanten a, 6, . . . eo beatammen, daß Ar 9' < ^ — 1 
die Oleichnng: 
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bctttiide, ao wSre a(s)| + ft{tr}t+ • • • «Ii L„ dwitdlbar durek 
die B«, ^.t, und man bitte wiedisram nriacben den Lidhiduen der »..^ 

und der S^^^^n die sraBammen die Bg^^ bilden, eine lineare Gleichang* 
Bat man aber iigend welche linear imabbängigen ^a,q> ebenao linear 
nnabhingige ß^, n. s. w., ao sind auch dieae fi«,^, ^»i, • • • • 

in ihrer Gesamtheit linear unabhängijr; denn multipliziert man eine 
zwischen ihnen vorausgesetzte Gleichung mit {A ~ a„A'}v"*, so fielen 
'^.j, p-8> • • •> ßff.i heraus j die köimeu aber nicht 

bleiben, sonst erwiesen sie sich als ^i, folglich haben sie von 
Anfang an in jener Gleichung gefehlt. Diese hat also nur zwischen 
den ^0,^-1; . . bestanden, und nun folgt aus demselben 

Grande^ daS die £^0, ^-1 ^^blen mttssen n. s. w. 

2. Nach dieser Vorbereitung treffen wir folgende 

L Wahl der Basis -2^0, ^* ^«199 setzen wir zusammen aus je einer 

und zwar nehmen wir: 

1. die B„^^^ Matrizen der ^„^q^ ganz beliebig; 

2. dagegen bilden w r 0^^^ der ö^, p-, Matrizen der 35^^ ans 
denen der ^„^^ durch Voraetzen des Faktors {A — ügE), die 
^o, j-i~^a, p fehlenden i^a, ^-i werden willkürlich hinzugefügt, 

— 1» ^» • • •» Qa)> 

immer natürlich unter der Einschränkung, daß alle bezw. 
linear unabhängig sein mtlMen. 

Beieichnet man die Matrisen der ^ wie folgt; 

(4) ^«,9* {^'^'*}t> ,.. ^=1,»,.. 0 = 1,*, ...»p „) 

so wird daa Bildui^fageaetB der Bg^ ^ wiedeigegeben doreh die Formeln: 
(il - { " h = { a^' ^ ~ *• • }»* (€-«t*-.e«) 

die aidi aaaanimenfaasen UMaen in: 

oder für die beabsichtigte Anwendung aufgelöst: 

(5) ^l«^«.»},- a.{«».*.*},+ (1 - d,.,)la^'*-»'*}*. 

8. Wie in § 3, 4 die {d^^)«, ao werden jetai die n Hatriaen 
die ja nur ein beeondem gewihltea System (^*)t bilden, 
in eine gewiaae Beilienfo^ gelmchti annSehat nnob waduenden e, 
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dann die m Semuelhea 0 und $ gehSrigen Dftch «bnebmendeai flod«ß 

(as^f-J.öjj^ auf folgt. Eine Tabelle mit drei Einigen gebe 

etwa zu jedem Tripel 6, 9 die Ordnungnahl [tf, q, 0] Ton (a^*^'}« 
in dieser Reihenfolge an. Dann ist: 

(6) + 

nnd fttr die Matrix X des § 4. hat man den Anadmek: 

Nach der Bemerkung zu § '6, (15) ibi aber 

und da allgemoin die A t« Spalte von CTj ^ mit der /* teii von C übereinstimmt, 
wihiend alle übrigen Stellen von CT^i mit Nullen besetzt sind, so ist: 

(9) |«*'^"*'*}t.,«,«i — X^io,fhtii,V',9»»i " [•.^.•^ 
Für jfe ff, ff\ geht daher (6) Aber in: 

wozu wir noch die aus § i^lf)^ entspringende Gleichung: 

stellen wollen. Wie in § 3, 4 ist I X' wegen der linearen Unabhänf^ig- 
keit der { x"» ^' " | von Null verschieden, und ao erhalten wir schiieÜüch, 
mit Rücksicht auf: 

o,i(,e 

den echönen 

SaitIL Jede Makw Aham » Ivamfefmkri werdm, daß riea^fierhaSb 
mke 3*,,,, . 2*.,«.! inw «eraeftiMiuloNfe Elmmte ettäUSU: 

(14) X-.V{a;-.^.»}i,,^.j. 

Zugleich ist: 
(lö) X-^<».X -^^lo^ftfl. 

« — 1, 2, . . ^ 1, 2, . . ö — 1, 2, . . tf,^^. 
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Die Fomel (13) stellt die bekannte^) Nonualfonn der Matrix Ä 
dar, ans der auf Grund von (15) mühelos ein zu § 4, (5) analoger 
Ausdruck für ^4 selber abgeleitet worden kann, wobei sich dann zeigt, 
daß die Stud^schen ß„ 4, (12)) Summen Ton Gliedern des Tjpus; 

U — i) ^i+t«ifk»J, W,^0l^' ^ 

aind. Doeh wollen wir ang liiwbei nifibt anfhalteiL D«r YoUoländig' 
keit wegen soll nnr noch die Zahl: 

To, do,f^-i-\ h d„, t + Oa, 1 

— (tf^fg — *»,f,-l) + — "1 + (»Ob » — l) + »«i 1 

bestimmt werden. Aus (12) und (13) folgt: 
Die Determinante hiervon ist: 

«udererseitB ist nach § 1, (4), da F(AfJß)^0 die dbarakteriBtisehe 
Glmehiuig von Ä bedeutet: 

I^M, - Eii^\ = (- 1)"F(M„«,)-U(a„t«, - 

also: 

4* Man kSmite die S&tae des § 8 fiber die Fr ohenius sehen 
Hatrixen 0„ m einer eiegamten Heileitung aller mit A Tsitauschbaren 

Matrizen benutzen, welche die Ton Ed. Wejr, L angegebene an 
Einfachheit bedeutend übertrifft; ferner zur Transformftlion aweisr 

Matrizenpaare in oiuander, wobei man sieh im wesentlichen an das Ton 
Ed. Weyr mitgeteilte Verfahren halten könnte. Doch dürfte die in 
§ 4 und 8 5 entwickelte Theorie der Noruialfonn von A die Verwend- 
barkeit der äätze des § 3 hiureicheud dargetan haben. 

Strafiburg L den 12. Juli 1901. 

1) Vecgl. efcwa Schleiinger, ^adbuch dtt Th. d. lin. Diffenmtialgl., 
Bd. I, S. IST. 
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Ober geodfttiBclie Krttnunuig. 

Von Ludwig Schlesiuqbb in Klauseiiburg. 

In den folgenden Zmlen erknb« ieh mir «neu Aiudnick fElr die 
geoditiedie KrUmmimg einer anf einer FUkdie gelegenen Enire mi^ 
Buteilen, desaen idi mich scbon • aeU einer Beihe von Jabren in geo- 
metriaehen Vorlesongen Miene und dem ich in der Literatur noch 
nirgends begegnet bin. Für ^e Herleitm^^ iit es gsns gleiehgOltig^ 
von welcher geometrisclieii Definition der geodätischen Krümmung man 
ausgehen mag; ich stelle die beiden gebrüachUchstm dieser Definitionen 
an die Spitze. 

Will man dif geodätischen Linien auf einer Flache als diejenigen 
Kurven (IctiniertMi, für welche in jedem Punkte die gendiiHsche Krümmung 
verschwiiidet, so erklärt man') gewöhnlich die gHoiiiitischc Krümmung 
einer Kurve C in einem Punkte P nh die zu oben diesem Punkte 
gehörige Krümmung derjenigen ebeueu Kurve 6 , welche als die ortho- 
gonale Projection Ton Ö auf die Tangentialebene der Fläche im Punkte P 
erseheini — BesMclinen wir also mit P', P" die dem Ponkte P nadi 
beiden Seiten hin unendlich benaehbertm Pünkte der Kurve mit e» 
den Winkel, den die beiden anieinander folgenden lÜsngenten (P', P) — ^ 
und {Pf P'^ — Ton C. miteinandw einschlieAen, mit den Winkel, 
unter welchem sich die orthogonale Projektion 7on ^ auf die 
Tangentialebene der Flache im Punktj^, P an ig ne^, mit ds das 
Linienelement {P'f P) von CV so ist: 

die gewöhnliche Ejrflmmung ^Blexion), 
(*) ^-B 

die geodätisciip Krüiuniung von C im Punkte P. 

Setxt man den Begritl' der geodätischen Linie als bekannt voraus, 
so wird die geodätische Krümmuug detiniert*) als der Quotient des 
Neigungswinkels zweier unendlich benachbarter geodätischer Taugenten, 



1) Vgl. z. B. Bianchi-Lukat, Differentialgeometrie. Leipzig 1899. 
S) Min ding, Cielles Jounsl, Bd. S. 160; vgl. auch Lionville, Note II 
m Monges AppUcations de rAnalyse h U Q^oatftrie, II. Mition 1860, 8. 676. 
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in du Bogenelemeni der Kur?«. Bedeatet abo F die dnrdi P', P 
gdflgte, die darob P^P" gelq^le geodättsdie Linie, ne^en wir 

ferner den nnf P folgenden Punkt von so wird der Winkel (o, 
unier dem ndi die beiden geodStiachen Tangenten F in P sebneiden, 

durch den Neigungswinkel der beiden Geraden (P, P") und (P, P") = ^ 

gemeesen. Da aber die Bbene {T', F, P"), als Schmiegungaebene der 

geodätischen Linie F, auf der Tangentialebene (P, P", P"^) senkrecht 
steht, stellt die Gerade (P, P") die orthogonale Projektion von (P', P) = 
auf die Taiigentialeljeiie dar, es ist also (P, P") ~ 0 — o', und 
äuuiit diese Definition der geodätischen Krümmung uut die vurher- 
gebende zurückgeführt. 

Li dem längs t^ rechtwinUigen Didkant (/„ t^) haben wir nun: 

tgV B> tg.e> • COR . . 

wenn £ deu Neigungswiükel der Tangentialebene (i,, zur Schmiegunga- 
ebene ^) der Kurve C bedeutet^ oder^ da o, ca unendlich klein sind, 

0»'— e>>eoec; « 

wir änden folglieh nach (1) und ^2) die Lioufillesche Gleichung: 




1 



Beseiehnen X, fL, «t flie lU^htungakotinoa :der Binoomialeii an die 
Karre 0, fiamer 2, T, Z die Biektungskoainua der FlSehemiownalen 
im Punkte P, ao ist: 

und indem wir für ^ v ihre bekannten Ausdrücke^): 

l^r{^ir-di\ ,*-.r(jra/'-ajy^, v~r{aff-^x") 

einsetzen, wo ii',y,e die rechtwinkeligen Koordinaten von P, die Accente 
— wie auch stets im folgenden — die Derivierten nach der Bogeu- 
ßnge « von C bedeuten, ergibt sich aus (3): 

X Y Z' 
af ^ ^ , 
af' ^ d' 



1) Tgl. s. B. Bianehi-Lnkat, a. a. 0. 3. 8. 

16« 



(4) 



'ff 
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Bedeuten p, q die krammimigen Eoordinaten tou P auf der 

fSUshe^ aibo: 



(5) 



[rfs' - Edp' + 2 Fäpdq -J- Gdq-, 



and bedienen wir nns der bekumten Atudrfid^e fBr die swriten par- 
tiellen DeriTierten der x, ff, ß nach den ji, g, wie sie a. & bei Bianchi- 
Lnkat*) angegeben sind, so eigibt eich: 



wo 



dx 



dx 



gesetzt wurde und D, D\ B" die zweiten GauBschen Fandamental- 

großen^), |** | die Christolteisclien Drei-Indicee Synilnvln /weiter Ärt^) 

für die binäre Differentialforiii ds^ bedeuten. Mit Rücksicht auf die 
Gleichnnf^en (5), (^5) erscheint die Determinante nuf der rechten Seite 
der Gleichung (4) in der Form eines Produktes: 

dx dy dz 

rp dp dp 

dx dz 
cq dg dq 

X T Z 



0 0 1 ' 

l 

p q Ol 
ah c 



dessen zweittv Faktor bekanntlich den Wert YEG — F- besitzt, und 
so findm wir endlich f&r die geodätische Krümmung den Ansdraok: 

[i>v-ry-^ iyj-^v(2i',V|V))+y«tr/l-{?l)+l?h'']> 

1) a. a. 0. 8. 89, Gla (I). 

S) und 7wnr in der uraprünglichen G an 6 sehen Bewichaiing (DÜqiliintionSfl 
gen. circa superticie» curras, art 10), Werke IV, S. 234. 

3) Chriatoffel, CrelUs Jonmal, Bd. 70, S. 49; vei^ Bianohi-Lakat, 
a. a. 0. 8. 4S, 67. 
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oder in eqiliutw Fonn: 

Dieser Ausdruck, gleich Null gesetzt, liefert die Differeniialgleichung 
der geodätischen Linien direkt in der Form, wie sie sich aas den 
Gleiehuogen vn SeUntte dee Art 18 d«r GanAidien „DisqnisitioiMe" 
nach EUminstion tob $ ergibt.^) 

Beriehtignngen sn dem Anfsatse: 

MÜberdie partidleiiOifiiareDtMlgleichungen, denen HermiteacheFoimen genfigeit." 
Die«M ArdiiT, HL Beihe, Bd. I, 8. IMlT. 
8. 866 mfliND die Glodmiigeii ZeOe 18 und 17 vom oben lenten: 

beziehungsweise : 

8. 266, FnSnote 4) lies „Eins oder Null** statt „Nnll oder ESm**. 
Kiausenburg, den 19. Dezember 1901. 



Über die zweifaolien Pnnkte von Flftehen. 

Von Otto Biebmahn in Brfinn. 

Im Folgenden sollen dit> analytischen Kennzeichen für die ver- 
schiedenartigen zweifachen Punkte Ton Flächen abgeleitet werden, wann 
der Punkt ein bipknaier oder ein muplaoarer, wvai er ein SeHlMl- 
berObzimgspimkt oder ein isoliorter Paukt ist, oder imm er «n 
koniedier Kiuitenpmikt oder das Ende einee Domes oder das gemein- 
flune Sode eines Doppeldonies ist, welche Begrüfo ilire Definition 

1) WeAe» nr, 8. 848; ««igl. Bianohi-Lnkat a. a. 0. 8. IM, Gin. (10), (10«). 
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finden werden. Und zwar jr^srhiflit das mit Hilfe der Bedingung, 
urter welcher eine der VariaH]pn in der Gleichung der Flnehe an einer 
sinpulären Stelle eine ( zweideutige i analytische Funktion der beiden 
anderen ist, und *lei- Bedingungen, unter denen eine Form zweiten 
Grades in zwei beziekuiigs weise drei Veränderlichen deiiuit oder in- 
defiüit oder keines von beiden ist. 

Diese Ableitung der analytischen Kriterien für die verschieden- 
artigen zweifachen Punkte, mit welchen sich Röhn eingehend im 
■ 22. Bde der Mstii. Ann. beieliäftigte, dürfte einiges IntereBBe enredmi. 
Die AtiflfQlurlielikeit in dem ersten Teile d«r Untwsudiiiiig mochte 
damit hingenommen werden, daß die An%sbe einheitUdi su ent- 
wickeln ist 

Ist ${x', y', /) *- 0 die Gleiohong einer Fl&cihe besogan auf recU- 
winklige Koordinatenebenen, ist femer f^j ein die Gleidmng er- 
fCUlendes Werteejstem, und soll die Fladie in dem zugeordneten Fonkte 
0 untersucht werden, so verschiebe man die Koordinatenebenen so, daß 
der Koordinatenan&ngsponki nach 0 fällt; dann wird die neue Gleichung 
unserer Fläche f{x, y, /) = 0 durch (0, 0, 0) erfliilt. 

Der Mächenpunkt 0 heißt ein gewöhtü icher Funkt, wenn die 
Fläche ein und nur einmal in stetigem Verlaufe durch ihn hindurch- 
geht, und wenn sich die Stellung der Tangentenebene in ihm stetig 
ändert. 

Wenn die Funktion f'i.r, if, z) in der Umgehting von 0 nacli der 
Marlaurinsrhcn Reihe enlwickelbar ist, was wir voraussetseu, und die 
ersten Ableitungen von f in 0: 




nicht alle verschwinden, Lubbesondere aber ^ + 0 ist, was im gegenteiligen 
Falle immer durek dne Drdiung des Koordinatensystemes um 0 zu er- 
reichen ist, dann gibt es eine und nur eine analytische Funktion g von 
X und fff welche die Gleichui^ f ^0 befriedigt, und für « 0, y » 0 
▼ersehwindet: 

- iBh + (li)j> + + + SV) + ■ • • 

Die Koeflfizienton dieser Reihe sind auf Grund der Forderung 
»u bestimmen, daß die Substitution der Reihe in die Gleichung 

» 



Digitized by Gc) 



über die zweifachen Paukte von Flächen. 247 

' < y»")"^ identisch TerBchwindende Reihe in x ond y eigibt 
£b soll also 

sein u. s. w., wo /^^ = Z",^; den Wert der /.wt iten Ableitung von / nach 
der x'*" imd A" der drei V'ttriabk'ü x, //, ^ au der Stelle (0, 0, 0) bedeutet. 

Man entnimmt ans diesen Gleichuugeu die verlaiigten Koeffizicuteu 
mid erhält die geforderte analjtim^e Fünlction Doch wmI die 
anal jtisdie Funktion stetig und differenzierbar ist^ hat man äamf umu 
nkikt aUe dm Orofim /j, fg, vendtwwde», in 0 «nm gewSknIukm 

Wenn aber die drei ersten Ableitungen von f all^ an der Stelle 
(0, 0, 0) verschwinden, so sind die ersten zwei der früheren filnf an- 
geschriebenen Gleichungen identisoh erflUlt, und aus den drei weiteren 
entfallen die letzten Glieder. 

Sind nicht lille Größen f^, =0, was wir em tiir ;illemal annehmen, 
um in 0 stets einen zweifachen I'nnkf zu behalten, so kann man uuch 
voraussetzen, daß f^^ 4" ö sei, denn wenn das nicht der Fall sein sollte, 
so kann man wieder durch eine linear -homogene Substitution dazu 

geiaugen. Dann aber sind die drei reduzierten Gleichungen für 

und (ly )^ nur einander Tertraglicb, wenn dieFunktional-Deteiminante 
der ersten Ableitungen von f tat deit Stelle (0, 0, 0): 

fu fli fit 
fn f%% fm 
fn fn fu 

Tenwhwindet Wenn aber diese Bedmgnng erfüllt isl^ so ergeben sieh 
für alle Ableitungen Ton « an der Stelle • 0, y 0) je zwei bo" 
stimmte Werte. 

Die Koeffizienten der zwei Entwicklungen för e werden gewiß 
reell, wenn von den I^nterdeterminanten erster Ordnung von Ff die 
mit F^i bezeichnet seien, 

F^<0 und F^<0 
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nnd. Doch ireil di« HaaptunterdetonDinanteii von F daaiiy w«im F 
▼eiwshwindat^ doa Reiche Voneicheii habciii, 8o Mgen wir, sdbald 

f« + 0, F-0 und i;,<0 e.-i.t.« 

sind, (feht die FUkhe in zwei gdrcnntcn stetig vcrlaufanden Zw^gen 
durch 0 hindurcJi. Der PmUd 0 ist ein bijtlanarer. 

Ein hiplanarer Punkt bleibt auch erhalten, wenn die erste oder 
zweite llauptiinterdeterminante verschwindet», oder wenn die erste und 
dritte, oder die zweite und dritte Uauptimterdeterminaate Noll sind, 
die nioht Tweehwindeuden aber kleiner als Null eixid. 

Iit 

f — 0, Fa — 0, abo »iioli F„ — 0, i'ij - Ü, 

ferner 
oder ist 

F = 0, < 0, F^^ 0, alao auch F„ = 0, = 0 

und ferner 

flo ist mohta an bemerkeo. Doch wenn 

F„<0, F„-0 

ist, so hat man 
und wenn 

F-0, Fj,<0, F^^O, F„-0 
ist, so hat man 

yemehtriaden F^ und F^, so ist auch F„^0, weil /^^ als von 
Noll Tersehieden voransgesetat war. Dann aber Ttnchwindan alle Unter- 
dftterminaoften F„g, 

«(aj, s) = /ji«» + 2/;,«jr + f„f^ + 2/;.** + 2f„9ß + f„s" 

wird ein vollständigeB Quadrat, uud die Tangeutenebenen der Flache 
in 0 i'alleu zusammen. 

Diese Aussagen ergeben ndi auf Onmd der Beriehungen 

Denn ist a. B. 

F-O, F„-0, r„<0, 
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•0 folgt hier maSküu^, daß 

ist Und weil femer 

F — ft^Fu + fnFu + fuFu " 

igt, so muß ^ 0, = 0 sein. Seilte man nSmlich F^^ -=0, so folgte 
aus dieser Aimahme und der Gleichui^ JPj, 0 aucti die Gleichung 

F„ = 0, 

was der VoraiuaetKang widenpiiche. 

Wir beMfaSHagm ans jetet mit dem Falle 

/» + 0, F,,-0 (—1.1.*) 

Ifun wild 

wo /"^^i^ die dritten Ableitungen von f nach der ä**"^ A*", i**** der drei 
Variablen J an der Stelle (0, 0, 0) bedeuten und ein Aggregat 
Ton Gliedan ist, deren Dimenrionen gröBer eind ab drei 
Man aete» 

und eliminiere m, ao flndei man 
wobei inebeiondere 

ist. Nimmt man liier zuerst als von Null verschieden an ond Mtet 

wo über « — ± 1 nodi Terfügt werden aoU, so geht nadi Dirimon 
durch ^ die letate Oleichnng in die folgende ftbor: 

jj[^g'+i*^ul"]-l-«i + «* + 0» 

wo ein Aggregat von Gliedern v'" Dimension in ^, f bezeichnet. 

Durch die letzte Gleichung ist eine Flache dargesteUt, die in dem 
Ponkte 0, darum weil der Koeffizieni von von Null Tendliieden ie^ 
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«Ue F, f„, Fti, Fgg und F„ emtepredieikdeii Gröfien bis auf die leiste 

Ternkwindflii, diese aber gleicli ^77- isfc und bei pweend gewihltem 

e kleiner als Null aiufalli, einen biplanaren Punkt beutiL Es gibt 
swei Entwiekelungen für ^: 

j" « - "j/nSSi + + 26^,1, + 6^^.) + . . .. 

aber weil bei poeitiTem oder negatLrem e nur positiven, beaiebungs- 
weiae negativen x-Wettm. redle | sngehSren, so gehen nur bei poeitiTeni 
bes. negativiNi dß-Werira allein, aber bei poiitiTea und negativen y- 
Werten reelle ^'Werte berTor, jeuadidem 

ist, nnd die Flache f(sg, ff,Jt)^0 Terlaoft links bes. redits ron der 
Ebene 0; aber einem Wertepaare x, y gehSren swei jp- Werte zn. 
Die swei FlSchensvreige haben die gemonsame Tangentenebene 

und sie treten bis an den Schnitt dieser mit der Ebene = 0 an diese 
Ebene heran. Die Fläche erfahrt somit in 0 eine Jiiirlh'hr : denn die 
Flächenzweigt' verlaufen zu verschiedenen Seiten der Tangentenebene, 
weil die Werte t.' und 5" von J und die entsprechenden Werte von 
in genügender NachbaxBchaft der Stelle — 0, = 0, $ = 0) von ver- 
sehiedenem Zeidien eind. 

Ist aber A^^ » 0, so setae man in der Gleiehnng - . , . 

. dann erhalt man nach DiTision durch die Gleichung 

hli'l + ^■-s-'-'*« + + ^rj-^ + + •.••- 0. . 

WO wieder ein Af^pregat Ton Gliedern Dimenmon in x, ist 
Hier sind die J^, F„ und JPi, entepi e cbenden Oröfien der 
Reihe nach 
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Weil wir aber biiher den swei&oheii Flaehenpunkt nur m be- 
iirteilMi Terstehen, wenn F verschwindet and mindeBteiiB eine der 
Hanptantardetenniitaiiten J^n, uegatiT ist^ mttesen wir TorauBBeteeii 

-^11 ^» i^T^ ~ ^^"» ^ ^' 

Dftnn haben wir für die neue Fläche einen biplanaren Punkt, und die 
erste Fläche weist in 0 einen SdhsÜterühnmgspvinht aaf; denn b ist eine 
sweiwertige Funktion in der Umgebung von 0, Bowohl fttr poaitiTe, ab 
aueb Ittr negative x and y, nnd es beetebt nur eine Tangenten- 
ebene. 

Zonaohet sind nun die FUle betrachten, wo 4* 0 und P«> 0 
ist, und entweder- 





^•u > *>; 


l\t > 0, 


F„>0 






oder 


i'u = 0, 


Fn > 0, 


F^>0 






oder 
















Fu > 0, 


Fn.-'O, 


(/it 




oder 


Fix > 0, 


F„^0, 


Fu>0 






oder 














^»1 > 0, 


Fn - 0, 


= 0 




= 0, - 0). 



Dae lind Vnüe, die wieder zusammengebljren, so daft nur der «nte 
«mer besonderen Erwfignng bedarf. 

Es werden nun an der Stelle {s-^O, 0), wo t Tenebwindety 

nnd die Gleichungen der Tangentenebenen in 0 heißen 

fut - A. ±iVFnn + ( - fu ± iVFnH 

Der Schnitt dieser konjugierten Tangentenebenen ist reell. Die Schnitt- 
linie ist aber auch Tangente in 0; es gibt daher in der Nähe von 0 
reelle Pankte, obgleich man aa& erste meinen eollte, daß ndi wegen 
dei* komplenn Werte Ar die Ablntöngen Ton i an dw Stelle 0 nur 
ein isolierter Punkt ergibt Wir kommen spftber wieder auf diesen 
Fall aurttefc. 
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Ein isoUerkr Pimki wird in 0 gewifi dann einMen, wenn 0(x,tffg) 
eine pontive oder eine aegatiTe d^nite Form ist; denn dann wird Im 
gonflgend Ueinen Werten Ton x, ff, a 

immer das Zeichen des ersteu äimuuauden habeu imd nicht verschwinden. 
Lulem wir aber bemerken, daß 

^ix, 9, M) « /- (f^x + f„y + fnäy + iF,,p - F^xy -I- X* 

ist, BD können wir unmittelbar eracUiefien, daß der mo&fackß Pttnitl 
ein isolierter isi, toem 

f„F>0 und i'u>0 

isL Ware /« — 0, aber «ine der OrSBen Ton Null Terechieden, 

80 daB es am einfiichgfcen wäre, x oder y als Fnnktion der anderen 
Variablen darzustellen, «> würde man ebenao aagen, ea gibt in 0 einen 
isolierten Punkt, wenn entweder 

fuF>0, F„>0 

oder 

fnF>0, Fn>0 

irt. 

BleibeB wir bei dem Falle f^^ ^ 0, so ist fernerhin noch zu 
unterf^uchen, wie die Fläche in dem sweifiMhen Ponkte 0 beschaffen 
ist, wenn entweder 

f„F>0, Fn<0 

oder 

fuF<0, fa|0 

ist. Dfinn der Fall, /*33F>0 und — 0 kann wegen der fielation 

f^F ^ii^is ~ "^ij nicht vorkommen. 

Ira FaUe f,^F>0, F„ < 0 oder in den Fällen fnF<0, F^^gO 
wird y, z) gewiß eine indefinite Form. Es gibt also unendlich 

viele Werteaysteme, für die <& verschwindet, andere, für die <P positiv 
oder negativ iet, und darnach gibt es unendlich viele Stellen in der 
Umgebung von 0, wo 

wird, d. h. in der NShe des iweifiMshen Punktes gibt ee noch nnendlicli 
viele andere FfiAhenpankte. 
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Ist f ,F <CCi, Fj, =0, so liat man in 0(T,y,z) auch eine indefinite 
Foiiii, vvaa zuerst festgest-ellt werden goil, damit dann alle die Falle, wo 
0 indeünit ist, zugleich weiter behandelt werden können. 

Es ist jetzt 

0(x, y, f) - f (f^x + + fa.')» + 7" - 2 xy - 

Itt Ii* Ii» 

und man sieht, daß diese Fcjnn einmal das Zeichen von F^^f.^^, dann 
aber das Ton — F^f^^ alflo Werte Ton entgegengesetzten Zeichen an- 
nimmt. 

Ist fnF<0, i*',! - Ü und F„ = 0, so wird 

und diese Form ist auch indefinit. 

Sollte auch Fj^ = 0 sein, so verschwände weil fn"^^ *u*d 
diesen Fall haben wir hier ausgeschlossen. 

Um die Fläche in der Nachbaraidiaft der Stelle 0 äu untersuchen, 
wenn /83F=j=0, legen wir durch O stetige Mannigfaltigkeiten von cc* 
Punkten und sehen nach, ob diese so gewählt werden küimen, daß sie 
in genügender NUie Toa 0 ntnr dienm Punkt mit der gegebenen Fliehe 
gemein haben, mid indere eolohe MannigfaltiglEeitaif weldie die FlSohe 
in Euren edmeiden, die in 0 einen Doppelpunkt beriimn. Indem 
wir die aehnetdende Flache durch ihre Tangenteneboie enwtien, ist 
die ante Frage die^ ob es reelle Werte flr a nod ß gibt, to daß die 
Ebene 

# + «« + — 0 

die Fläche 

derart schneidet, daß die Sehnittkurve in O einen isolierten Punkt be- 
sitzt Zu diesem Zwecke muß die Form zweiten ürades 

Iii /••'ll *11 

eine definite sein, also muß 

- (/■..-«/«) (A. - - > « 
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gemwslit werden kSiiii«ii. Es iit nun aber 

ond wenn, wir u lud reohtwinU^ Eoordineleii eines Pnnkitti 

in einer {a, /^j-Sbene ansehen, so stellt die Gleiehnng 

9f(>A ß ) = 0 

eine Kurve zweiter Ordnung dar, die im alli_''»'nH'iTiH!i t-iii '»»^liiet von 
Punkten Uc,^), wo Wia, ß) < 0 ist, vnn »'iiieni sdlclu u ueiiut, wo 
?P(a, ^)><) ist, und dann wird <hV t4Hj^el)ene Flüche in O auch die 
beiderlei genannten Besuuderheiteu auhv eisen j dann hcifk der Höchen- 
punkt ein konischer Knotenpunkt. 

Die Deteiminante der Qleichang ^f{a, ^) =- 0 ist 

nnd die Uaterdetermioaute des letzten Gliedes ist 

Wenn nun W{tt, ß)'^0 eine imaginJIre Ellipse darstdlte, d. h. 

wäre, aber auch die auf die rechtwinkligen Achsen ß, y bezogene 
Flache 

anter der a/Ü- Ebene läge, wäre niemals ^Pia^ßj^O] es gäbe in 0 
keinen konischen Kaotenpunki Das kann aber nicht eintreten; denn 
damit die Flache y — W{u, ß) einen höchsten Punkt bedtst, muB 
< 0 sein, und jetat mflßte anch B<0 sein, was nicht sntriffl^ 
w«l B^F* ist 

Wenn kann die Gleichung !P(c(, — 0 auch nicht ein 

Paar imaginärer Geraden mit einem .reellen Schnittpunkte, sie kann 
nicht ein imaginäres l'arallelenpaar oder eine Doppelgerade darstellen, 
in welchen Fällen ß) von negativem Zeichen bleiben konnte. 

Die Kurve Wiu, ß) = 0 trennt also stets Gebiete von Punkten (u, ß), 
wie sie früher genannt waren, und wir luiben im Funkte 0 immer einen 
konischen Knotenpunkt , sobald 

fuF>0, F^<0 

oder 

f„F<0, F„$0 

ist 
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Im Falle 
itt andi 
aber 

— 

nnd danim kann auch lilf r die Gleichunj^ ^^i}^, ß) ^ 0 nicht am Ende 
eine Kuire darstellen, welche nicht ein (iebiet von Funkten, wo 
Wi u, ß) < 0 ist, von Bolclien trennt, wo W{a, ^J) > 0 ist Wir habe» 
daher auch in dienern Falle in 0 einen kanisciten KnotcHpHuki. 

Jedesmal kann man dnrch 0 oo* Ebenen legen, welche die ge- 
gebene Fläche in Kurven schneiden, die in 0 eine höhere Singularität 
aafweisen als einen einfachen Doppelpunkt; denn es gibt oq' Werte- 
paare, welche die Gleichung ^{a, ß) = 0 befriedigen; und nach deren 
Natur kdnncB die' konischen Knotenpunkte ontendiieden werden. 

Und nun könnten wir in der Beschreibung der Flächenpunkte 
weitergeben, die bei ' Betracktang des nnipläntoelk Ptinktea auftreten, 
könnten alao 

▼oratunetaeiL 

Darauf aber aind die einaigen. noeh ta bekanddndMi FUle die^ wo 

iit, oder beide der genannten HauphMiterdetenninaiitem pontiT sind, 
aber nicht beide renishwindai. 
lat 

80 wird 

uuci diese l'onn ist weder detinit noch indetimt; sie bewahrt das Zeichen 
Ton f^, und es gibt iu der Nähe Ton 0 noch unendlich viele weitere 
ElSchenpimkte. 

Um Aber die Beeohaffenheit der Flftehe an der Stelle 0 etwae 
aoaaagen m kSmien, legen wir wied« durch 0 Ebenen ««f ad^ + /}y »0, 
nnd eehtti naeh^ ob man « nnd ß eo wiklen könne, daS 



Digitized by Gc) 



266 



Otvo Bmium: Über die zw«ifMbeii Paakte von Fllldieii. 



eine definite Form wird; denn dann gibt es Ebenen durch 0, welche 
die Fläche in 0, ;i>)fT in der Kahi! von 0 nicht trertV-n. Damit X(aJ, |f) 
definit werde, muü, wie man mit Rücksicht anf die Beziehung 

/ii-P'i.+/i.i^i.+/iA-o 

direkt findet, wieder die frühere Besielraiig eiftUt sein 

9»(a, ß) > 0. 

Die Gleichung 9'(a, ß) -= 0 hat aber jetzt dif Dfiorminante iif — 0, 
imd ee ist B^^ =- 0, weil Ifn f^tF =0 ist Darum aber gilt 

und weil 2^^, > 0 ist, |^bi es wlrMich Ebenen durch 0 der verlangten 
Art, aber keine Ebenen, welche die gegebene Fläche in Kurven 
schneiden, die in O einen Doppelpunkt haben, wohl aber no^ Ebenen, 
welche die Fläche im allgemeinen in einer Kurve mit einem Rückkehr- 
punkt in 0 schneiden. 
Wir sagen jetzt, wo 

ist, wir hätten in O das Entle rinrfi Dnrtii:^ oder tias gemeinsame Ende 
eines Dopjyrblomm, je nachdem die reellen Schnittkurven von einer 
Seite oder von zwei entgegengesetzten Seiten au 0 herantreten; wie 
dies zum Beiäpiel der Fall ist, wenn die Schnittkurven in 0 einen 
Selbstberührungspankt haben. (Die analytische Unterscheidung der 
hier genannten Falle erfordert nur die Anwendung bdmnter Eritorien 
Ittr die Singolaritiien ebener Kurven.) 
Im Falle 

F-0, F„-0, Fn>0 
iat, wird anoh J^i, — 0 und /'j, — 0, und ee ist 

eine weder definite, noch indefinite Form. Man setze wieder 
e = — ux —• ßjff bilde 

-(/•«- Was -*-«Y»)^' + 
■f 7^ (fn - «/«) (fn - ßM^y + (f - ^ßfn + ß^fn)^ 

und beaehte, daß wegen JP^ « 0, beiielningeweiee F^^ — 0 

!h — f f\\fn — f 
f ~ Ivtt f Ixt 
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ist, und luennf 

wird. Weam W(Uf ß) fttr ein Qebiet toh Wotea u, ß großer ab KnU, 
alter nie Ueiner Noll vbd, ao habeii wir in 0 wieder ein Domemk 

oder r/o^ ^emeMiM»»« Ende eines Dof^ldomes. 

Daa ist aber der Fall; denn wegen der Besiehmig F^F^^F^^Q 
und wegen F^ > 0 wird 

Ist 

F-0, Pn-O, 1^«>0, -P„-0, 

so wird 

und wir liaben abermals ein Ihmmd» oder das gmemsaam Ende eines 
JDojpspMrnes, 

So sind die Tersdiiedenartigen Fille dnr sweÜMiien Flächenpiuikte 

bebandelt. 

Ist 0 ein Madier Punkt, so wird man die Natur dar Fläche in 0 

ebenso erledigen mit Hilfe der Bedingungen, unter denen g als 
Funktion von r und t/ im singularen Punkte eine analytische Funktion 
ist, und mit Hilfe der Kriterien, unter denen eine Form A:'*"" Grades in 
zwei beziehungsweise drei Variablen deiiuit oder indefinit isty und wann 
sie weder das eine noch das andere ist. 

Brann, den 23. Januar 1902. 



Zur QrnppentliMrie. 

Von Alf&ed LojBWf in Freiborg L B. 

Unsere Kaimtniiiie fiber Gruppen linearer homogener SnbstitatioDen, 
Ton d«ien anßer dem Gruppencbankter nicbts mheres bekannt is^ 
aind sehr geringe; daher wird, wie ieh hoffen dax^ die Yoiiegnng eines 
aUgemelnen Fondamentalsafaes Uber Ghuppen linearer homoganev Snb- 
stitationen vielleicht nicht unwillkommen sein. In Bezug auf die 
nähere Ausführung sei auf eine in den Transaetions of the American 
Mathematieal Society erscheinrade Arbeit verwiesen.^) 

Eine Gruppe linearer homogener Substitutionen in n Variablen 
heißt reduzibel, wenn man m < n lineare homogene Funktioneu der 

1) Dieselbe ist iaawisdien in Bd. 4 der Tnaiaetioiu enobieDen. 
AnhlT dtr KMlMUlIk «a« nqpiilt m-BfOw. IT 
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Variablen mit konataiiteii Koeffizientea finden kann, welche durch 
jede Sobatitution der Torgelegten Grappe mr unter sich transformiert 

werden. Z. B. ist eine jede Permutationsgnippe, als Gruppe linearer 
homogener Substitntionen Ijetrachtet, stets reduzibel ; denn bei ihr wird 
die Summe der Variableu in sich transformiert. Eme jede reduzible 
Gruppe G linearer homogener Substitutionen läßt sich durch Einführung 
linearer homogener Funktionen d(M- Variablen in eine ähnliche Gruppe 
G trausformieren, die symboliscli in der Form: 

. Q„ ^ 0 0 ...0 0 
0,1 Og, U 0 ...0 0 
(a) 0|, 0^ flu 0 . . . 0 0 

m 
m 

* 

. Äl-J» *1-U • • • ^2-11-1 ^ 

^kt •••«la-t 

geschrieben Verden kann; dabei bdlentet a^j (^^0 eine Geaamtbeit 
Ton Hatricea mit Zeilen und f| Kolonnen, o^^ (i = 1, 2, . . X) bedeutet 
eine Gesamtheit yon Hatrioes, die eine wredwüiie, mit G isomoxphe 
Gmppe daittdlen. Ee ist natttrlidi ft + ft + • • - + ~ wenn G 

eine Gruppe in fi Variablen ist Hat man eine reduzible Gruppe G 
in eine ähnliche Gruppe G transformiert, daB diese die Form (a) hat 
uid, worauf besondeni Gewicht zu legen ist, alle in der Diagonale 
stehenden Matrices 0,^ (» = 1, 2, . . ., k) irreduzible Gruppen sind, so 
sagen wir: G ist unter Hervorhebung der irreduziblen Bestandteile oder 
Teihjnippai in ehw ältnliche Gruppe tramformiert worden. Die in der 
Diag nale stehenden irreduziblen Gruppen a,-,- {i 1,2, ..^A) nennen 
wir die irrcJusibleu Bestandteile oder Teügruppm von G. 
Es gilt nun folgender Satz: 

Wie auch u/micr eine Gruppe G linmrer homogcmr Sultstitutionen 
unter Hervorhebung ihrer irredusfiblen Bestandteile in eine äJinliche Gruppe 
tranrformieri wiräf to haim man die irrechuüHen Se8ia$idteüe, die eidi 
irgaid «mmmiI ergAen, dm imkut^en BesianeUeÜm, die irgend em rnukree 
Med anflreteit, so emekideui^ mtordnen, daß eu/ei euffwdneh trmbunNe 
TeSgntgpen gteidi vide Vark^Hen haben und «Mtdke Qrujßpen smd* 

Dieser Sata ist recht anwendungsfüliig; er ISM sich s. B. mit Vorteil 
fOr die Theorie der Bednstbilitit d«r linearen homogenen Diffiwcntial- 
gleiehnngen Terwerten; denn die BedusibiUt&t der linearen bomogenen 
Difbxentialgleichungen ist ein rein gruppoiliieoretiscbea Problem, (Vgl 
meine Arbeit über die irreduziblen Faktoren eines linearen homogenen 
DifferentiaUmsdniokeB. Berichte der miitb^-phyt. Klasse der K. sächs. 
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6«seUfch. der WisB. 13. Jan. 1902.) Wendet man den obigen Sate 
auf jene Gattung von 0 nippen linearer homogener SubatitiUiioiwii an, 

(lio 8o beschaffen sind, daß die charakteristischen Gleichimgen, welche 
zu sämtlichen Substitutiojien dpr Ornyipe gehören, nur eine endliche 
Anzahl von unter einander v > i srln< 1 in n Wuraeiii besitzen, und welche 
ich, da sie die Gruppen e n» i . idliclien Anzahl linearer homogener 
Substitutioneil als Spezialfali tuthaiteu, als Gruppen Tom Typus einer 
endlichen Qmppe bezeichnet habe (Math. Annalen, Bd. 53 S. 225), so 
eriiUt mau fblguideB Bemiltai: 

Wie man and^ mmer emt Gmgpe Q Unearer homogener 8iA- 
sUMkmen vom 1)b^ emer etnäUtken 6ng^ imfer ServoiMimg ihrer 
irredtt»S)kn Bestandieäe m eine ähmlidie Grt^ape kamformiert, so werde» 
auf dieae Jbi, werm mam «AnMAe Q m i fl pe» mdd aU vertduede» aandd 
(und voraussetzt, daß die vorgelegte Gruppe, feüls sie nicht endlich ial^ 
wenigstens eine Substitution besitzt, deren charakteristische Gleichung 
lauter unter einander verechiedene Wurzeln hat), X ineduziUr endliche 
TeUffmppm a,i, CUj, ■ • du, die jedodi nicJit nUe verschieden m sein 
brauchen, dtuiettlig bestimmt. yotumJig und hinreirhemL damit Cr im 
Iteaonderen eine miJliche Gruppe tatf ertceiai sich die Ahnlklikeit vm G 
Mit der zerlcgbium Gruj^: 

0,, 0 0 0...0 0 
0 a„0 0...0 0 
0 0 a„0...0 0 

* 

0 0 0 0...fl,_,,_,0 
0 0 0 0...0 ttaa. 

Die oben eingeführte Vorauaselmuig» daß die Torgelegte Ghtq>pe Tom 

Typus einer endlichen Gruppe, wenn sie nicht endlich ist, wenigi?tens 
eine Substitution besitzen soll, derori rlmrükteristisc-he Gleichung lauter 
unter einander verachiedt in^ Wnr^t'ln luilieu soll, ist vermutlich flber- 
flüssig. Leider ist es mir bisher jedoch nicht gelungen, meine frQher 
über die Gruppen vom Typus einer endlichen Gruppe angestellten 
Untersuchungen, auf die ich mich f[lr den Beweis des letzten Satzes 
stützte, T(m diflser YcnwoBBeirong za b^reiiOB. Die Beseitigung jeEoer 
Yoransselnuig «Sre nudi deswegen erwOnsclit, weil dann eine andefe^ 
fibr die Theorie der Gruppen linearer homogener Snbstitofioneii, von 
denen nichts weiter als der Grappenohsralcier bekannt ist, fundamentale 
Frage entschieden wire, nindich ob eine jede unendliche Gruppe linearer 
homogener Substitutionen (>ine Substitution unendlich hoher Ordnung 
besitsen mufi. loh darf mir erlauben, bei diesor Qelegenheit darauf 

17» 
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hinzawasMi, daB iob dieien SaIb unter der VonnseetEimgy die Orappe 
iMsitBft wesngstens eine Substitution, deren duunakteristische Gleichnng 
lauter unter einander Terecliiedfflie Wurseln hat, firfllier bejahend ent- 
eehiedeu habe. 

Man kann aucb den Bej^iff der Irrcdiizibilität einer GnipjM' linearer 
boniogeuer Substitutionen bezüglich eine« Zahlkörpers oder liation;iIi- 
tätsbereiches Si definieren. Ist Sl ein Zahlkörper oder Rationalitäts- 
bereicb, d. h. ein Systera von unendlich vielen Zahlen, das von der 
Vollständigkeit ist, diS die Addition, Subtraktion, Multiplikation uiid 
Division (mit Ausnahme der Division durch Null) irgend welcher 
Zahlen des Systanea nur m Zahlen deaaelben B^ritemea ffthrt, und G 
eme Gruppe lineazer homogener Subatitntionen in n Variahleni deren 
Subatitationakoeii&denten ananahmaloa d«n EQrper Sl angehören, ao 
aagen inr: G iat beiflgUdi dea K&pers Sl raduaibet, wenn man m < it 
lineare homogene Funktionen der Variablen mit konstanten KoelGi- 
aienten finden kann, welche darcb eine jede Substitution der Gruppe 
nur unter sich transformiert werden und dabei nur TranrformaHonen 
mit Koeffizlend'H aus St erlmim. 

f\r zuerst mitgeteilte Satz läßt sich auch auf die Onippfii linearer 
homogener Substitutionen mit Koeffizienten aus deiartig Husdelmeu, 
daß man statt der Irreduzibilität schlechtweg diejenige bezüglich Sl an- 
wendet. Man kuiiu l'eruer beweisen: Ehie jede Gruppe tiner endlichen 
AnzaM linearer }u>mogencr SubsiiUäionen mit Koeffizienten aus einem 
Zakääkper Sl emer Qrugpe ähdich, die m bezüglich Sl vredmäHe 
meßidie Gruppen eerle^at ist. 

Fflr die Theorie der endlidien Gruppen linearer homogener Sub- 
atitntionen mit Koeffizienten aua einem KSrper Sl kann man aich daher, 
wenn man ahnliche Gruppen nicht als värachieden ansieht, auf die 
Aufsuchung der bezüglich Sl irreduziblen endliehen Gruppen be- 
schränken. Dil scs Resultat ist vielleicJit auch deswegen wertvoll, weil 
höchst wahrscheinlieb durch die Gruppen einer endliclien An/.ubl line- 
arer homogener Substitutionen mit Koeffizienten aus den speziellen 
Zahlkörpern, die aus dem absoluten Rationalitiitsbereiche durch Ad- 
junktiou von Einlieits wurzeln hervorgehen, sämtliche endliche Gruppen 
erschöpft werden, wenn man iihaliche Gruppen als nicht verschieden 
ansieht (Maschke: Über den arithmetischen Charakter der Koeffizienten 
der Substitutionen endliehw linearer Suhatitntionsgruppeu, Ma<h. Annalen, 
Bd. 50, S. 492). 

Freiburg, August 1902. 
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Analytiflclie Sphlrik in homogeim Eoordinaten. 

Von Fb. Daniels in Freiburg (Sehveis). 

Erster Teil. 

Es werden in naclistelieiider Untenadumg die folgenden SstaBe der 
Vektorenrecliniing benutzt: 

1» Die Summe der Victoren A, B, €> . . . ^jeometriBche Snmme) 
ist denmlben Bechengeseisen onterworfen wie die algebnueehe. hi Ä 

der Tensor you A, und sind A^, A^ die Längen seiner Komponenten 

rmcli firoi rechtwinkligen Achsen, so ist A^- A^i-\- -\- A^h^ wenn 
hJi ^ Kiiihcitsrektwen in den drei Achsen sind. Von dies(>n sei 
Toransgeset/.t, daß sie ein Eecbtssjstem bilden: i nach vom, J naeh 
recbtgy h nach oben. 

3. Die Mwrt GrSße: 

(1) A A + + ^ cos ^^1^) 

wird AB geschrieben und ikalares Produki genannt Ans dieeer 
Definition gi^t hervor: 

(2) A*sAA^A\-\-A\'^Ak''A^ 
nnd 

(3) AB^O, 

falls A±B ist. 

8* Der neue VdUor: 

(4) {A^B, - A,B,) i + - AMJ + ( AJL - A^B,) h 

wird YaB geschrieben und Ytlctorprodukt genannt. Er ist nach 
§ 2, (3) senkrecht zu A und zu B und hat nach § 2, (2) den Tensor 

sin (.-1/^ I. Es bilden A, B und ^ AB ein Rechtssystom: nimmt 
man für die beiden ersten Vektoren / urul so findet sich der dritte 

gleich k. Ans der Definition (4) geht hervor: ^BA — — YAB; 
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4. Dhs skHliire Produkt cYaü der Vektoren €' und VaB ist 

nach §2, (1) C,(A,B^-A,B^)-\-C^{A^li^-AM + C^iA^~^^i) 
oder [Cji^jiij:: folglich wird: 

(5) aVbc - bVca « cVab 

iein. Es Terschwindet dieses Produkt, sobdd die drei Vektorai 
koplanar dnd. 

FOr das VeUmproduB VcYaB der YekCoren 0 und V^JB 
findet eieh nach §3, (4): 

[C, {Ä,B, - AM - (\ {A,B, ~ AM\ l + L-Ji h [ \ ^ 
folglich ist: 

(6) VcYab^a.bc-b.ca. 

Bildet man TOn den hier Torkommeiid«! Vektorai das fkalam IVodukt 

mit I>, 80 bekommt man X/VqVAB — AB . BC7— Bl> . CA^ oder 
mit Gehrauchmachung Ton $ 4, (5): 

(7) Yab\ uC 4I> . BC - ^C. BÄ 

5« Sind 1^, tff T| dMi Ton 0 aMgehend^ nicht koplanat« Einheita- 

vektortn, so ist atj + &r, -f- ctj die TOn 0 ausgeliende Hauptdiagonale 
im Parallelepipedum, dessen in 0 zasammenstoßende Kanten at^, bx^, ex^ 
sind. Es ist klar, daß umgekehrt jeder beliebige Vektor anf diese 
Form gebracht werden kann. 

6, Das Sfyhärische Iheled-. — Jeder vom Zentrom 0 ausgehende 
Vektor t bestinimt auf der Kugelfläche (Radius = 1) einen Punkt 7?; 
wir nennen x den Vektor des Punktes 71. Jedes positive Vielfache 
dieses FAnheiisvekiors X bestimmt denselben Punkt. Ein großer Kreis 
(ulrr eine spliärische Gerade (C) wird bestimmt durcli den von 0 .aue- 
gehenden zn seiiitr Ebene senkrechten Vektor (l); wir nennen (l) den 
Vektor der s{)häriBcben Geraden. Jedes positive oder neg^ative Viel- 
fache dieses Einheitsvektors [[) bestimmt dieselbe (lerade. 

7, Das sphärische Dreieck X^X^X^ habe (Fig. 1) die äußeren Winkel 
A^A^A^ oder A^^f A^^, Ai^, die Seiten n,,, oder Ojj, n,,, r/j, und 
die Höhen Äj,/*^,//,. Nimmt man beim Durchlaufen der Seiten im 
angegebenen Sinn die Vektoren dieser sphärischen Geraden links, so 
entsteht dbis Folardxeieck, dessen Spitzen, äußere Winkel imd Seiten 
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resp. U, r^, a„, a^^, a^^ und A^, il^, A^^ mn\. Die £igeiiiohafteii 
des skakren Produktes (§ 2) liefern nun die Besuehnngen: 



(8) 



Cosa«, I,ft-ooslft, 

ij cos a,, = 1 , l? = cos Äff = 1 , 

1,1,- sin A„ I|r*-0, 

und ebenso ergeben die Eigenschaften des Vektorproduktes ( § 3): 

(9) una^Ci -Vi«ta, sinoili -Vvir «aOftli -Vtjt^, 

(10) mnA^i^-YUi^y 8inJ,r,-Vljtu nxtA^x^-Y 




• VI«. 1. 

8. Ans (9) und (10) findet man durck Bildung skalarer Produkte 
und Anwendung der Gleichungen (8) und (7): 

sinoisinailil« "YhX^.Yhtg, sinil|SinJ|Til^ —^UkUky 

sinaisino^t^Ij =rjr3.r8r, -rsT, .r*, 8in^jBin.45r,r, —rjlj.tjl, -!,(,. («, 
8ina|SinatOos^»cofi%cosa|— cosoy, siu^tiinJ^cosay— cos^cos^— cosJ^ 

also die Ghnmdgl^hnngen der epbSriscIien Trigonometrie. DiirdlL 
skakre Idtltiplikation mit Xi,Uth Ut ^ ^i^ben die Gleichangen (9) 
nnd (10): 

sina, (j Ti = sina, sin/i^ — r, VtjIj, sin^, I, =8in^i sinÄ^ — Vlglj, 
(11) 8in«5|I,i^=8inag8in/<j=r,Vi'8ri, sin ^ l, = sin ^4, sin Vljti, 
sinogl,!^— sina|8in/%»r,Viiit» BinJ,t^I,«>BinJ,BinA|««I|Vl|l,y 
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woraus nacii § 4, (5) hervorgeht, daß: 

(12) üsiaftmhi, •in^tinA, und mnAfimnOf 
nnabhaiigig sind von i. 

9. Homogene spliärische Kooniimten. 

Der Vektor r eines Kugel- I)«r Vektor (l) einer Kugel- 
Punktes kann (§ 5) auf die Form: geraden kann auf die Form: 

(13) 9X^it^XiX^-^y^x^X^-\-n^x^X^ (13) v^u^{^ \■ v^u^\^ + v^u^X^ 

pp^raf'ht werden, wenn n^ beliebige <:jpbraclit werden, wenn r beliebige 

g! L?:' l'i ne Konstanten, 6 ein Pro- gegeben^ Knr.«tHnten, tc ein Pro- 

jiorlionalitütsfaktor, r, TgT, das Fun- portionalitiitstaktor, Ij l, dasPohr- 

dammfaldreieck und ^i, cr^, die dreieck undUifU^tU^dicKoordituUen 

Koordinaten des Funlte^ sind. der Geraden sind. 

Werden die Gleichungen (13) skalar multipliziert mit I| und so 
bekommt »«,weU;;«nb«hti.t»;;^'^: 

od«r (Fig. 1): 

Die I^Miib^ wkI ZamenJMiräinaim Mut also proporUanal dm 

sin L ein d,. 

^^ß^^ «TrinT' spimriache En^&mung des 

Punktes von der Seite a^ und diejenige der Geraden von dm £dc- 
punkte des Fundammtaldreiecks ist. 

l<h Der Punkt 1(0:12:2X3) liegt Die Gerade t i 'ti«,«,) geht 

nur dann in der Geraden t {UjU^ut^ mar dann durch den Punkt t(j'^;i^), 
wenn das skaUure Produkt wenn daa skalare Produkt 

Ir s (l%«iii+ • ••) (t^,«il,+* • ■)s|iiVj%fi,I|Ti+fi,f',a^i%I,r,+**ii',ai^ 

s^f^^v^z^u^ sin h^ 

Null ist Es wild also die Gthä- Null iab Es wird foli^eli die 
chung dar 6erad«n in Punkt- Gleichung des Punkt«« dpf in Linien^ 
koardinirtcin koordinoten 

(15) ^iiM^^äinh^^O, (15) ^nN^i^i^i^K^O, 
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od«r wtnii fi| und 90 gewiUt werden, daß /i,v, 8in/»j konstant ist 
[was der Fall sein wird (§ 8), wenn wir = 1, v. = sin^, nelunen]: 

«1 a^i + Wj^:, + «jiCj = 0 . Xi u^ + x,, «, + «j, = 0. 

11. Umgekehrt ist / , ^'..'■!; + b^x^= 0 eine Kugelgerade, deren 

Koordinaten den b. proportional, niid dessen Vektor ttI ^ sin . ?>) 1, 
+ sin ■ l'^U ~^ sin . ijlj ist. Ebenso ist ß^^u^ -f i%u^ + ^3 »3 ^ 0 die 
Gleichung de« l'imktes 6X /Jitj + /J,r, + A'^r Faktoren a und <y 
findet mau durch Quadiiei ung: 

12. Die Geraden I', deren Vektoren sind (!'), ({"), (1' + AI"), 
gehen dnxdi einfn Punkt; denn ist der Sobnittpunkt der beiden 
ersten, also Tr« = 0, - ü, so wird (r+AI")ro=0, folglidi der 
INinkt anoh der dritten angdbdren. AnAerdem werden, weil m V, V, ('+ 
der Vektor 1;, senkrecht ist, die FhHliikte XV) und Vr (r+ AH 
die Biehtoi^ mit gemein haben; sind 1, 1, die Tensoren der 
drei genannten V^toren, so sind «stn(/.V') twai,{pU^ die- 
jenigen der Produkte^ nnd es ist: 

Vra'+in="ma'n - ro-^iVrr; vr(f+xn'-«aina"n to^ — vrr, 

folglich das Teilverhültnia {lL'L") = »iö fL'i."'):sin(/."l"'V^ X. Ebenso 
ist fflr die Punkte r', r", t' + U" das Teilverhäitms {Ii' Ii" IV") 
- sin {It'K") : sin (Ü^R^ — - Bestehen drei Koeffizienten derart^ 
daß k,i' + Ä-,r" + Ä-.r'"« 0 oder kiV+ Ä-,r+ ^^.r- 0 ist, so liegen die 
drn Punkte in einer Oeraden, resp. gehen die drei Gendcsi dnreh 
einen Punkt 

13. Offenbar ist A : das Doppelverhaltnis der Geraden {{'), (1"), 
(!'+ AI"), (I' + ftl"), sowie das der Punkte t', t", t'+Xt", t'+ftt". 

Werden die Seiten eines spha- Werden die Ecken einee sphä- 



n-Ecks r,r) . . . Ton einer rischen «i-Seite (IJCI^) • • (I J mit 

Geraden (I) gesdinitten in den einem Punkte c ▼«rhunden dnrdi 

Punkten ti-A'tg, t,-rr„..,, die Geraden (Ii- 

T,— A<">li, so haben wir: (I.— AWy, so haben wir: 

t(t.-A'r,)-0. I(tb-A%)-0,.,. t(i.-A)-o, tft-rü-o,... 

oder oder: 

1'« i"«.!Ie iw « ?£? r — Iii 1" — !ii K») » i?" 
* f^'* I»,' --'^ U,» tl,» * ,^ 

Iblglieh: folglidi: 

AXr''...JlM-l(SateTonOarnot). iTl"' . . . A(*>-1 (Sats ron Geva). 



Digitized by Gc3 



266 F«. DjunäLBi 

FOr II 3 sind beide SStM umkelurbar. 

Werden die Stnblen (V\ QT), (r+ xr), (f + 1»!") von einer Tiaas- 
renalen geBchniUen in r', t", r' + Aoi", r' + f^iT, so irt tV -> 0, (V - 0, 
(r+ AH (t'+ AoO^ 0, (f + n t") (r '+ if^t")- 0, alM» aneh jirV+ V'f -0 

und 7»rV + fioIV « 0 oder - » ^ (Sets Pappns). 

14. Der Punkt u,:rj r, f u^rjT; Die Gerade (viMjti -f VtM,I, 
+ /u-jXjC, Hegt in der VerbimiuugH »'jW^l») geht durch den Schnitt- 
geraden Ton und n^x^t^ -f f<3^9 r,, punkfc Ton und (i/,u, t, + y, 
ebenso in der Ton und itiX^x^ ebenso durch den TOn (i^) und 

+ /taXg Tg U. B. W. (Vj Uj Ij 4- Vjtl, 1,) U. S. W. 

Für den Fnidct /»jT^ + i^^s + ihh ^ Gerade ^'slj) 
Bind die aUgemeinen Koordinaten iJle Eine: Einbeitepunkt nnd Einbeite- 
gende. Es ist die EinbeiiBgerade die Hannoiiikale des EinbeiteponkteB, 
wran ^i»tnn\ konstant ist^ wie die folgende Überlsgnng neigt 

Die Ecktrimsversalen durch den Ponkt fh^i^ + ft^^ + fS^t^ 
bestimmen in den Seiten die Punkte f^xjc^'i' fi^xit^, inKh"^ 9^^^ 
li^^iti-^fi^^t^ deren harmonisch konjugierte /tjXjrjj/ijX^r,— fijiBjl^ 

ll^x'^X^ — [i^x^r., in einer Geraden — Harmonikale von x'i — liegen, 
weil (§ 12) ihre Summe Null ist. Der Uleichung dieser Geraden 
^|i^v^^^Xfm3lh^'^0 genOgen (0, x^f — x^) und {—x^, 0, «^j die 

Elimination von f»|VfH|BinA( eigibt also j^'' + ^ + ^ = ^ fllr die Har> 

monikale von ./ ■ und in analoger Weise "-\ + + ^ 0 für den Pol 

«j ti^ 

TOn u'i, waa aue.h u. und sein mögen. 

Die Gleichung der Einheitsgeraden ^ f*. sin h^ . -Cj = 0 wird 
Xi-\- x^ = 0, d.i. die Harmonikale des Einheitsponktse^ wenn 

^gVfünh. konstant ist. 

15. Werden durch den Schnitt- Wird die Verbindungsgerade 

pnnkt der Seiten == 0, ar, = 0 der Punkte Wj = 0, = 0 zum 

Geraden gezogen, welche die Punkte Schnitt gebracht mit den Geraden 

Cr,', .Tj, .Tg) und (1, 1, J 1 entlialten, (m,, it^) imd (1, 1, \\ so ist das 

so ist das Doppelverhältnis dieser Doppelverhältnis dieser vier Punkte 

Tier strahlen-!; denn sie bestimmen 4; denn ihre Verbindongsgeraden 

in der Seite — 0 die Punkte tf, mit dem Eckpunkte «i »- 0 sind 

deren DoppdTerluUtnis^naeh dem ^ ^'^'^«'^ Satze 

^ von Pappus dasselbe Doppel- 
Satze von Pappus dem der Strablen ^ 

gleieb ist Terbaltnis ^ wie die vier Punkte. 
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16. Merkw&rd^ FmdOe «m tphärittiim JDreied^, m der Yona«- 
Mlsuhg IT«-* 1, KikÄp a) Der MeäitmeitsdmitipuiiJU Gr igt: 

denn er li^ in den YerbindimgpgeradeiL Ton mft i^ + 1^, toh r, 
mit ti + tf n, 8. w. Er iit offenbar EinliMtipiiiikt (1« 1, 1); eeine Har- 

monikale — zn^nkäi Einheitegerade — bat die Gleicihiiiig Xi-^x^-\- ji%"»0 
und den Vektor 0T^«- siiiuli^ + tasiA^l^-^ Kn.Ä^\^ 

b) Der mletat gefondene Vektor gehört zum Unihreisseftiinm 0, 
denn i^Ti — f^l^ — x^Xy Um seine Koordinaten jCi, d^^oii zu finden, multi- 
plizieren wir sin Ij + sin ^ 1, + sin A^{^~ x^Xi-\- ar, r, + a", r, skalar 
mit I,; wir bekommen dadurch sin /( coB.^f-{-sin^yOOB^»dE^8inA| 
oder 2 sin 5 cos (S — -4,) = sin \ folglich 

a^i : ! dfi — floe(iS — wlA^ icosiß — Af)mLAf : Goe(jS — A^wkA, 
und 

tfl^» coa(5— Ji)8in^iTi H-üoe (8—Af)mnA^v^ + cos (5— sin Jjt, 

= ^eos (S — sin Jl^r«, 

wenn 5 die balbe Summe der SoBereii Winkel Ai ist. 

c) Kebenbei sei bemerkt^ dafi man genau in derselben Weise fOr 
findet: 

fflj — sin ^, cos ji -f- sin A^ cos A^^ r, -f- sin A^ cos r, . 

d) Offisnbar ist — Vt,rg + Vr,ti + Vtiit oder —maA^ti +8in4|I| 
4'ainJ,^ oder ^co8(fi — ein Aftt, weil ^eiebweit entfernt von 
— r„ Tg, Umkmsßentrum 0^ für das erste NSbenäreiedc u. e. w. 

e) Wie 8ixiil|l| + Bin^jlj + einil«^ gleich weit Ton r,, r,, r„ 
ebenso ist sinaiti + eino^^ + «najr, gleicbweit yon l,, 1,, 1,, also 
Ton den Seiten entfernt, und «ti — 8ina|¥i + nnOiYi + nnoifi» dem- 
nach Inhreisemtrtun 7, ebenso — sinoii^ + sin afy^ + sin a^t^ hüarei»' 
aaUrum J, für das erste N^endreiede — Tj, i^, 

f ) Weil die erste Höhenlinie doieh (1, 0^ 0) und 1, (sin Af eos A^f, 

sin OOS ^„ sin^GOB^lj,) gebt, ist ihre Gleichung — 0. 

Den drei Höheugleicbungen genügt offenbar (tg^lj, tg^, ^8-^«;') "^^'1 
«4— tang^tti +timg^3rj + tang/l .r, ist demnach Amt JB^kenput^i H. 

g) Von der erst u Ecktransversaien durch (xixixi) ist % — 0 
die Gleichung und * 1| — 1^ der Vektor; von der symmetrischen 
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oder isogonalen Ecktransversalen ist toiglich 



■in 



«inj. 



^ der 



Vektor und . ,* , 



die Qleichiing. Den drei isogo- 



T.*Ar. / — 



nalen EcktransverBaien genügt (^^> ^^~» ^^"')' ako 

</cr M<f7 urj isogonal verwandte Pufikt isi Mit dem Medianenschnittpunkt 
(ly ly 1) isi (sin'^^j; sin'^, sin'JL,) isogonal verwandt (Punkt von Letmhw 

oder Gradte). Führt maa (§ 9) statt der Ko- 
ordinaten x'i die Entfernnn^n |, ein, so findet man 

für den letztgenannten Punkt sin |, : sin : sin 1, 
= sin^j : sin^ : siu^5, was für die Ebene wird 

ii'^i'^i — -^1 : sin vl^ : J^in -4. . 

h) In ahnlicher Weise findet man für den 

Funkt mit {x'i) isotomisch verwandten 

Man sieht leicht ein, dafi von zwei isogonalen 
Geraden die Vektoren in Besug auf das Polar- 

dreieclc isotomisch sind. 

17. Flädie des sphärischen Dreiecks. — 
a) Ist (Fig. 2) Tqi Umkreiszeutram für das erste 

Nchcndreieck ' 8 Ißd) und sind u, ß, y die inneren 
Winkel, so wird x — y — g>'—0, ic — ß — rp^mß, 

2« — (« + iS + r) - 20 und \ wenn 
« der splufarische Exzeß ist; es ist aber B auch 
der Winkel zwischen den Vektoren der Geraden und {^X^ 

welche VtyVt+ VVi+Vtiii) und Vta% sind. Das skslara 

Produkt liefert uns fbl^ck {% 7): 




(16) 



ff'ff". 8in|-.Vr,ri • Vr. (Shtt + Vr^i, -VrjX«) - (4 - x^t^i , Vr,t| 

- (1 ^ cosflfas) . riVtsTa - 2sin« ^ ' t^x^x^. 



Nun ist aber der Tensor «' des ersten Vektors sina», und der des 
aweiten 0" findet eich aus der fSat drei Einheitereiktoien leicht bewds- 
baren Identitiit: 

(17) l Vr.(Vt,r,+ Vi,r.+Vr.EjJ«s 2 . r^(r»- r,) . r, (r,- 1,) . i, (r,~r J, 
wenn mau das Zeichen von Tj ändert. Es wird dann die rechte Seite: 
2(1 + x,x,) . (1 - r.r.) . (1 + = IBcob« • sin^ . cos« ^, 
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also: 

ö" » 4 cos sia ^ • cos ^ , 
wodoreh (16) fibergelit in: 

(18) sin ^'Vt,!, 



a,, a,, 

4 cos - ' ^ • cos ~ • CO« - ' ' 
S 8 S 



Es TereiniMsht sidi diese Foimel noeh daidi die Einftthmng der 
Seitetimiiteu Jlf,(r, J, Jf,(0, «".(tsJ: 

















-2cos£^^ 








2 cos "j* j 



denn es ist offenbar: 

folglich: 

(19) sin-5«-r.,Vr, 

d. h. der Sinus des halben sj»hürischen Exzesses isi gleich dem Inhalte 
des auf OMi, OM^, OM^ als Kanten konstmierten ParaUd^ipeds, 
twM» P das Kn^dgeiUnm und ifj, 34, Jtf, dk MUtm der SeUen auf 
dar JümMsih^ smd: 

Für das Dreieck — x^ti + ar,'r, + x^x,, = ar^ri + aji^ +«^1^, . . . 

sind: 

<^iri«=(a^;+a'^v,+ (.r8+a-;')r,+ (a:,+.r;)r3, tfJ=^(.'; + a-:')(4+4')co8a,4 

U. 8. W. 

die Mitteu der Seiten und ist: 



(20) Bin- i—r~i ' '»»j- 

b) Ans (§ 4, 7) gebt, wenn A'^n, B — C ist, herror {AB)* 
^AKB*- 0/ABy, folglich ist*): 

^2 ^^lfe(r, Vr^ta)'- ( Vr,r,)»- (Vr, Vr,r,)»=ri . r|-(r,r,)'-(r, . r^r.-r, . r,r,)' 
-l-(r,rs)'*-(Vj»-(rjt,)*+2rirg.r,ti.i,rj«l-(^-c|,-cf,+2cu(^<^ 

1) Wir yretäm kOnftighin oft «tett «0*9^ ^-^a« '^"ik '^'^-^ft 
■ehxaÜMB «i^, 0|^, «^^^ und 8fi^. 
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c) Es lißt Bich die Draieeksflftche Midi fo^ienderweise finden 
(Fig. 2): Gehört tft - f, + ar» + ftt^ sn io tind ?| A - (r- - r ||) 
rnrd (Ifi = ^tj — r die imendlichkleineu Vektoren P^und PiJ, 
und das Fliiclienelement . PH . an {QFE) ist gleich dem Tenaor 
von (r, - r 10 (t, - r ~'^). Dieser Vektor ist aber senkrecht 

IQ PQ nnd PR, hat also die Biehtong t; setzen wir dann: 

so ist ^^p^ m das gesnohte Flächeaeiement| wofür wir durch skalare 
Multiplikation mit r finden: 

^r-^ -^f- 1 V r,ig — -j5- r» v tttj. 

Die Dreieckefläche ist nim offenbar: 

odw 

^ -» «rc tang ^ ~ ^* ~ ^" ^ t«>g 

und 



•in^- 



s ■ Z 



18. Koordinaimiransforinaium. — Sind {h.^, 6,,, 6^,) die Koordinaten 
der Ecken des neuen Kuordinatendreiecka (Tit^t^, wobei wir die 
Proportionalitäts&ktoren der EinfiMshheit wegen schon gleich Eins ge- 
macht Toraussetaen, so ist: 

< - ««iftiiti + ih^ith + ih^*h> ^- Fl »I - ti* + Btivi + ^ t;. 

Aus dem Punkte ft,a;,ri+/isirjrä+f/3a:jr3 wird dann (J^tjH-^,ir,-fJ?,if^,4"" 
oder (2^,0:, + B^x^ + -Bis^c^) r," + (B^^x^ + + B^x^) r, + • • und 
sii^ jff und Vf die Punkt- und Linienkoordinaten, ft« und die Kon- 
stanten im neuen System, so bestehen die Gleichungen: 

(28) Mh.^BaSHi^BnX^-^Bt^x, + *S*nÄ + *S*biyi' 
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Die Gleichmig der Geraden ^UjCCj — 0 wird dadttreli: 

so daß Vi :. f*i (6,1 + ^«"s + ^»•8**3) ^'j*'^ neuen System 

wieder fti sin konstant ist, folgt hieraus: 

(24) { " ^ ' + 

19. Übergang mur JEbene. — FBr ein auf der Engel mit nn^idlick 
groSem Badivi Teneichnetes Koordinatendreieck liefert (14): 

Die allgemeine öleicliung (If)) oincr Geraden in Punkt-, oder einee 
Pimkteti in Liiiienkoordinaten \\n<\: 

(26) ^\»A«Ä-0 
oder 

wenn ft^yA konslaat ist 

Fflr die Entfemnngen 9^ einer Geraden von den Eck«! ond die 
Enftfeninngen |, einee Fnnktoa in der Geraden von den Seiten Oj dee 
ebenen Dreiecke Uefem (26) nnd (26) die Gleiehvng: 

Die analoge Gleichung für die Sphäre lautet: 

> . ~r smL— 0. 

< I Hin Äj. 

Unsere sphärischen Punktkoordinaten geben ()^ö) fllr die Ebene^ 
wenn f*i ^ fS ff» ist: 

j?j : : ar, - : ^ : ^ - 1, «j : I, Ol : {, 0,, 

also die baryzentrischen Koordinatpn. 

20. Es mögen hier die folgenden Anwendungen Plate finden: 
a) Von den Punkten: Von den Gcradeoi 

tf' t' - Iii«; t, + ma^r, + mafir,, *' f - v^u'X + n».^ + »»«S««» 
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genflgt die sphSiiaehe Eatfenmiigd genügt der Winkel y der Glei- 
der Gleidrang: ckung: 

tong^ Oh«i'f.+..)(ft*,^+^) TT + V+^' 

oder wenn (arjari') ^ ar^a;* — xrari': und falla (Mi-wi') = u<Mt — ^i: 

8 (fi.xir, -j )(fi,.r;r,+ } ""(»-,«,'1, + ■ ■ 

«. 8iQa»I,- | 1 s= ^ l *'> ' " i "ä>i?Ld«i» + ■ • 



Beim Übergang zur Ebene wird i». mv • j ^ • ^ 

^ FOrdieübenewirdv^u^;.^ ..d^sm^y 

^ |,a„ ü„« 1, nnd _ denmach 



Der Nenner ist aber offenbar 16 J** ^-^^ , ^-t' i 5!* "^n^'!^^ < 1^? 

«, 6, + «iS* -I- ? — ö zwei Lrorauen 

4|i*~ in der Ebene, so ist in vorgehender 

+ 2 (i; (S, Ii) cos ^ + • • •]• ««*««»• 

b) Ist p der sphärische Radius des Umkreises und Ot^'^Y^^ 
+V(iTy+ YXfXi sein Zentrum, so ist offenbar: 



r, T„ 



C0t(» = -f'-" = 



r, 



oder bei Benutzung der Identiföt (17): 

« 

cot 9 



4 sin sin ^ sin'*'« 



S 2 S 

e) Von der ephirisehen Geraden ist u^MUÄii^-^u^mnA^Xf 
+ ti8 8mJs^ oder ($16e): 

sin Ä^^Pu^ sin cos . + sin A^^Ut sin cos . 

+ sm y M. sin ^ eoi . 
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27a 



d«r Pol, wenn 1, v^ = sin ist Doreh dieaen Pol maß jede zu i 
•enkrechte apliSriache Qemde gehen, und eoU diese nocli den Punkt (aS) 
enfhalien, so ist üm Oleidumg: 



1^2""*^*^*^ ^2^*^*^» ^2^A<^** 



0, 



8in|,' 
sin h. 



Hin ^ 
sin A, 



sin 
sin h. 



= 0 



oder 



sin I, sin 1} sinl, 

sin^ sin|^ sin^ 

2'S|C?«sindi ^6^,C„smd, ^Ä^C^sin*. 



-0, 



und es wird: 



Ii ^ 

c; i; i; 

2^i^'ii\ ^^i^n^i 



0 



die Gleidnmg sein Ton einer durch gehend«» ebenen Genden^ 
senkrecht zo iL('r)> 

d) Sind J*, §* die Flächen nnd sphärischen Exzesse zweier 

Eugeldreiecke, und R der Kugelradiua, so ist ^ JF*: und 

Die Substitution in (20) ergibt, da beim Übergang tf| tf, 2 

wird, für zwei ebene Dreiecke: 

^ ^» 

Ii 



A, A, A, 



Frei bürg (Schweiz;, ti. Januar 1902. 



AiMw 4w XstlwBatik and Fhyilk. DL Itaiii«. T. 
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Zur Theorie der aritlimetiBelien FrogreesioiL 

Von Michael Baues in Budapest 

1. Der elöDiPiiUre Beweis der Tatsache, daß die rrogre.-^sion 
unendlich viele Priinxalilen enthält, ist sehr leicht zü führen-, z. B. als 
eine Anwendimg des Fcrmatschen Satzes. Mit der Progression ay~lf 
in dem speziellen Faüe a ^i)", haben sich gleichzeitig beschäftigt Herr 
Danblebsky v. Stemeck*) und der VerftBser diewr Note.*) Die Bft- 
weisffthning geht von den AuedTflck«!*): 

TT „ {x + Vbr-ix-Vb)'' 

ans und gewinnt den Sata durch die Anwendung dee quadiatiaehen 
ReaiprositUesalMB. In dieeer Note beschall;^ idi midi mit «knelben 
Frage in einer anderen Weise. Ich hebe hervor, dn^ dk Beirasführttng 
aussekließlich im Bereicfie (kr ratiomUm Zaklm gesdtidU und der 
BeMiprotitätssatg auch meht amtgtwmdet wmL 

2* Sei p eine nngemde PrimaaU und fthren wir die Beseich- 
nnng ein: 

i ix) = ■ , ~ ' ■ 

I Die gangm roHmalm Zahlmi 

hamm tüuteutig so heg^mmt werdm, daß eim JdemUtät wm der Jbm: 



1) Über einige spezifische zahlentheoretische Funktionen. Wiener Monats- 
hefte Bd. TU. 

2) In einer ungariachea Zeitschrift: „Matheniatikai Physika! Lapok'' Bd I¥. 

3) Für den Fnll " p von Diriclilet uiiterancht: De fortri-j linpnribus in 
quibuB etc. Der allgemeine Fall findet sich bei: Lucas, Theorie de» fonctions 
nuauhriqaes etc. (Amerievi Joanwl of Ualh. ^ 
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hetUM. Bs ist ferner: 



275 



(2) 



so daß: 



(») 



s(ä-2) « (modi>) 



S, Die Zahlen (A) kSnnen fOn ente am dem lineBren Gleidmnga- 
eystem: 

(I) + * + * 



dessen Dctt rininaate von Null verschieden ist, ratu»nal uud eindeutig 
bestimmt werden. Es leuchtet ein, datt die üleichongen auch für: 



bestehen bleiben, und somit sind die Ausdrucke: 



•f» ■ • • "|- ^ 



s 



för gewisse Werte von ar, deren Anzahl p*-^ — l) + 2 ist, ^idh; 
und folglich identisch gleich. 

>^-'ü»-t) 

Wenn man die Idenlattt (1) mit x * mnltipluderl^ sieht man, 
daß J^—lfAt ffta, nnd wenn x^l geeeiat wixd, 4^: 
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4, Aus d«r idmitiichflii Koiigra«ia: 

t 

sieht man, daß die Zahlen ^.(modj)) eindeutig bestimmt sind. Nmi 
kann man die Fonneln (3) Terifizieren. Bs ist idtanlich; 

af"^'(p-i) + 4- . . . + 1 s (a; - l)i^-Mp-i)(mQd2,), 
nnd wenn man (2) fOr Af einsetrt^ irird: 

= [(z» + 1) - 2a:] » s (a; - l)»»"-*«*-« (mod p). 

5. Non legen wir der Untenmchuig den Ansdruck 0(m) m 
Qnmde. 

IL M q^p eine hdiebige PrimzaJd^ für wdcfte die Kongruenz: 

(4) 0(,,)_, » « "'+-4- ^^-i(p_,> "0(modg) 

eiw« Lösutig besitzt, so ist: 

(5) fl«sl(modj»"). 

Nehmen wir an, es sei r eine Wnnel von (4), dann ist: 

wo f{z\ g{z) gauz« rationale Ausdrücke mit gauseii Koeffizienten sind. 
£ä ist ferner: 

0 + 1) - (ar) - _ r + 4) r +'^^qg{x^ A) , 

d. h. 

(6) «'^-'(i'-'» + x*-" ^«"-^O + . . . + 1 s(a;* — + !)/'(«) (mod 3); 
also hat dar Ausdruck: 

W ^r^?^^ :r^-»(.-i)+ . . . + 1 

» Ä*^ -1 

(mod 9) einen qttadratisch«i Faktor. 
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wir JOB auf zwei Sfttn der ZaUeDtheorie, deren 
Beweiae rational gefüliri werden kSnnen.^) 

A) Die Anadraeke: 

atnd entweder relativ prim, oder im Falle 

g"- l = 0(modj»«) 

ist 

1 teilbar durch — — (jauAq), 

B) Das Fkvdnkt der irredmiblen Funktionen (modg), deren Qrad 
ein Teiler von n ist: 

= x l) (modg). 

Der A'iRrlruek (7) hat (modg) einen quadratiBchen Faktor, folg- 
lich iat naoh A) und £): 

g« - 1 = 0 (mod j»*). 

7. Nnn binn der Beweis leicht geliefert werden. 
Selaen wir fOr m einen hinrddiend großen, poeitiTen geraden Wert 
ein, für weldh^ noeh 

P °->(j»-i) 
{s-2) » =-l(modp) 

iei Stt # * /y ein eoleher Wert, dann ist: 

(8) C^(ß)>0, *(/f)sl(mod2), O(ß)^-l(modp) 

Die Primfaktoren toh ^{ß) sind uach (öj Ton der Form: 

und 80 befindet eidi nntra ihnen nach (8) Bieber eine von der Form: 

r y - 1, 

q. e. d. 

Badapest, 23. März 1902. 

1) Haa flielie s. B. Dedekind; A1»U einw Theorie etc. Grelle« Jonen. M. 
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M. W. Haükiull: 



Gwieralizattoii of a fandamMital 

theorem m tlie geometry of tke tnaügle. 

By M. W. Haskell m Berkdej, Galifoniia. 

The theorera in question ia of fundüniental intportanoe in the 
geomeiry of the feriangle^), and maj b« staied m foUowa: 

If A\ B'f C he points idkm arbitrarüy on the aides BC, GA, 
AB cf tm^ triangle ABC, Üie ärdes AB C, BC'A\ CA'B' pass 
Ümm^ mt md Ü10 tarne pomt O. 

In a oommtanication presented to the Chicago Seeiion of ihe 
Amerioan Ualihematical Society Jan. 2, 1902 I aztended Ihia theoran 
to ihe teinhedron in Üie foUowing form: 

Lä F, Gy H, Pt Qf Rhea»9 pointa m Ui$ edges AD, BD^ CD, 
BCf CA, AB, respecUvdy, of any teirahedfon ABCD; Uie fmr tpkam 
AFQR, BOMP, CHPQ, DFGH pas8 ^trough one atid the tarne 
ptniU 0. 

The ftfaeorem ia, however, capahle of generaliMtion to Space of 
any nomber of dimennona withoufc any difficid(>f . I will ihmelbre ataie 
and proTe it ai once for space of n dimensions, — imdentanding by 
a spherical space of three dimensionBi ;S^, a apace every aection of 
iriiich by a flat space, J\y, is an ordinary aphere, and, gaiwally, by 
a spherical — ^ situatod in a flat as a spare every section of 
which by a tiui /i'n i is a spherical 8u—t* The general iheorem may 
then be statod aa follows: — 

Cotmäer the fifinre fomml hy n -\- \ points An, Ä%i, Ä^s, . . ., 
+ 1, „4.1 in n flat space R„, and select arbitrarilij i>>i >ach edgc of this 
figure AiiÄkk If )x>^*ii Aik' A fipheriml S„_i is determincd % n -\- 1 
points. Tiie » -f 1 spiterical <S*,_] ddtrmined hj the n -\- \ graups of 
points (Aii, Aii, ., Ai^^i^i) wiä all paus Üirough one and Üie satne 
poini O. 

We ehall uae barycenthc coordinatea al^^^ . . 0^"+^' where 
«in + + , . . + «1« + u ^ X. 



1) McClelland, Üeometry oi' the Circle, p. 40; »ee aloo Rouch^ et de 
Combaiottsae, Traitä de G^oniftrie, 7^1 edition, vid. 1» p. 486. 
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In the plane is tke area of the triangle ^^i-^s-^ssi ^ ordi- 
narj space of three dimenBioiu it u the Yolnme of tbe tetrahedron 
AiiA^^Ä^At^. The equatioB of the mfinite Bn—i ib üheu 

and, if we denote by a,t the ieugth of the edge A,,Ai,t the equation 
of thf spherical Sn~-t lircurnBcribing the fundamental (n + l)-pomt 
AuAag ... JL+t.n+i will be 

▼bfle tiie equation of any spherical Sn—i will theu be of the form 

^^i.«"".^'''' '-2»:. ■«'•'«'*' -0. 

The coordinates of wiy vertex An of the fundamental » point are 
of cour»e all zero except a'^ ' which is equal tu A'; and the coordinates 
of anj one of the intermediate points Aik are all zero exoept two, 
aj'^ and aj*\ whose »um 

The equation of the spherical tbrough the points AtiÄtf • > 
■^»«+1 ü readiiy foond to be 

+ + • • ■ + - - o, 

or deuoting the quantitj in puenthesis bj a»^: 
But, we find that 

identicallj^ and connequeutl^ that every one of ihe S^—i passes through 
the point for which 

— IDi » • • • s 0>m+tf 

and the theorem is thereby proTed. 
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M. W. Hmi 



Corollary L If ibe points Aik are ihe middle points of the 
edges, ihen 

and ihe point 0 is the oentre of the circninsoriliisig j8^_i of tiie fnnd»- 
mentftl «-point. 

Corcüwfy IL If the flat «pacos * 0> '^»^^f n^^O, • * 
On+i — 0 haye a point in oommon, thal point will he the point 0, 
and it will then lie on the cixconucribing 8n^t of the fiindauiental 
»•point. Now this will be the case, for example, if w is oven and the 
points Aik are detennined by Üie intenection of a flat whose 
eqoation is 

JL'a + l"a" + • . . + jl"+«a"+^ =- 0. 
For the coordinates of will then be 



and a 



and the determinaut of the equations ai=^0 will be 



0 



8 4'"IL 



0 



"»+1.1^'* 



«, + 1.3*"'* 



If we here divido the swcceisive oohinmB hy AÄ, ^''^r, et<*.. the quo- 
tient 18 a zero-axmi skew- Symmetrie deb'rininant of odd order, which 
therefore Tanishes; tlie flat Spaces C7| co, = 0, a^^i = 0 have 
a -point in common, whieh is the point Of and it lies on llie carenm- 
seribing S^^i. For the plane, if A„, A^, A^^ are coUinear, the point 
0 lies on the drcnmsGribii^; cirdoy a known theorem. 

Ii, howerer, n is odd, the above deteiminant does not vanidL Li 
this case, the point 0 is a point of the interaecting JR»-i. For, aince 
the point 0 is determined bj «1 <— os » • * * « ^m+u ^ ^7 miStis 
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and tlie raraltaikt of theee (n + l)«qiiBtLOi» and of tiie equation of the 
given B»+i ia 



0 






V 






0 


_8 3'" 
»82* 


k 


"« + 1,2* *- 


V - l" 














0 






l' — V" 


l" — l'" 







r A" X'" 0 

If WC now divide the first (n + 1) columüB respectivelj by A', l", 
X'", . . A^'+^M, the quotient 'la a zero-axial skew-symmetric detenninant 
of odd Order, and mmt Tanieh. In ordinary space of Üvne «Kmmstona, 
ft«»», if the poinis Äit U» (m a fiaiUt the pokU 0 Ika 0» Ute aame 
giam. The lelation m howerer not nniquely rerenible, aa in Üie 
eeae of fthe ordinaiy nuU'fljsfceni, hub to evexy point 0 coneepond six 
planee. 

If we consider the in sets of n, each set will have a second 
pomfc of intenection besides the point 0, and these will be sitnated in 
the reapective faces of the (tl+ 1)- point (meaning by faces the n + 1 
flat -R.i-f 1 det^^niiined hy any n nf the vorticesY It is eyident that, if 
n be odd, those points will lie on the circumscribing of the 

(w -f D poini; and that if n be even, they will lie on the intersectiug 
JRn—i which determines the Ait. 

Borne, Jan. 1903. 
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W. Vm. Ukn: 



Zu der vontelieiiden MittoUiing des Herni M. W. fiaakeU 
tiber die Terallgemeinenmg^) emes Steineriehen SateB. 

Von W. Fb. Metsb. 

Der nachfolgende Beweis der Verallgenieineruiif^f des SteinerBchen 
Satzes aul' den ßaum li^ voü n Dimeiisioneü beruht aui' einer eimiycn 
IdenUtätf und iit so durchsichtig, daß es in der Hauptsache genügt, 
den Fall » » e in Mracht zu lieliea. 

Anatatb dar Engeln empfieblt ea eich, m projekUver VeraUgememe' 
r¥ng die flachen 2. Ghradea dnreli einen fieaten KegelschnitA K ni 
Qnmde an legen. 

£iii festes Tetraeder A^Ä^Ä^A^ diene ala Koordinatentetnieder. 
Ein beliebiger Kegelaehnitfc K luan ala beetinimt gedacht werden dnroh 
seine Ebene: 

nnd die FKche 2. Giadea: 

die ihn mit den Ecken Ai des Tetraeders verbindet. Hierbei wird fest- 
gesetzt, daß K von keiner Kante des Tetraeders getroflPen werden soll, 
d- h. es soll keiner der Koeffizienten «^^ verschwinden. 

Durch den Kegelschnitt K geht eine 00^ -Schar von Flächon 
2. Grades Fi 

(1) Jfstt.t^.-a„=0, 

wo die EoeCfiiienton V| Ton die vier wiUktb'liohen Panuneter der 

Schjir repräsentieren. 

Soll F durch die Ecke A- gehen — F sei dann mit F^ bezeichnet — 
so ist das Kriterium dafür das Venchwinden Ton sodafi die Qlei* 
chnng von Fi lautet: 

(2) J;Wsu.F.-a..-0, 
wo anr Abkttisong gesetet ist: 

(3) K| = «4 + x^v^^. (». *, 1, m « 1, », 9, 4) 



1) Herr Haskell hat mir die in ilede stehende VerallgemeiDeroog in Karls» 
bad (Sept. 1902) ohne Beweii mitgeteilt; eine Ehtiioht in Mine TOmteiiende IGt- 
teiliug habe ieh ent genomnieii, als die mefauge benitt tedigiext war. 
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Die dzei in noch ▼«iUeibond«n Panmetar mnd jetei gwumer 
diuüh v^ff angogelwn. 

D«r Scbniti Ton mit der Kuite 0, 0 liefert: 

".. '.J - =- 0, 

ileo anfier der £oke ^ nooh einen Punkt J^^: 

Analog sehneidet eine Flache durch ^ ane denelben Kante 
x^^O, 0 noch einen Punkt B^'^^ ans: 

(4') = a:,u<»,^ + (u^v^^ - a, J «0. 

Sollen beide Ponkfce (4), (4*) in einen einaigen JB^, soaammeiiiyien, 
so ist dam notwendig and hinreichend (da daa gleichseitige Verachwinden 
Ton nnd x^ auageachloBBen iet), daft: 

« 

Auf diese Weise erhält man vier Flächen K i. 2, s, iß) <üe 
jeweils anfier der Edra noch drei Punkte B^„ B^^, auf den 
drei Ton anageheuden Kanten enthattoi. Die 13 Parameter v der 
Tier Flächen sind dabei' an die eedie Bedingungen (5) geknüpft. 

Denkt man aidi nmgekehrt die aecha Punkte B auf den Kanten 

(»0 

des Tetaraeden gegeben, nnd beaeichnet ^ die Koordinate — des 

V ni 

Punkt4?ß B^, ntif der Kante x^— 0, a:,— 0, so ergibt sich aus (4) oder 
(4'), in Verbindung mit (5): 

(6) 



oder, wenn t einen Proportionalitätefaktor bedeutet; 

(«*) «.--»yr 

Aiijonn bestimmt sich t ans (6) dorch: 



t «— 



«im 



284 W. Fb. Mnu: 

und M resultiert £&r der Wert: 

(kl) 

im 

I. NamnU num auf jeder Kande (^^»"»0, di^-^O) die« Koordimakn- 

X,- 

tetraeders einm Punkt an^ lieasm Koordinaie — durcli den Wert 

y) 

gegdmi sei, ist ferner ein Kegelschnitt K torgel&ft als Schnitt einer 

9m 



Ebern 0 tmd der ihn mit den Edcen des Tetraeders 
Flädie 2. Grades a^— 0, m mnd die vier Flächen X Grades F^, wo F. 
durdi JT, sotffie durch die Punkte ^„ fj^^, B,^ himktrdigM, dargesleOt 
durch die Gleichungen ( 2 ). wo die XoeffiMienten 9 vermöge der 
EeUUionen (7) hestinmU sind 

Läßt imn dagegen die Jjoge der sedis Punkte B willkürlich, so sind 
die 3wölf Koiffisienten v der vier Fläehe» jP| nur au die sechs Behr 
tionen (5) gfinutden. 

Multipliziert man jetzt die Relationen (5) je mit dem Faktor x^j*^, 
und addiert, so gewinnt man mit Rficksickt auf die Abküizong (3) 
die ideuti^t: 

(I) »«s^a!««,F,. 

Hieraus fließt ohru^ weiteres der gewünschte Satz. Bestimmt man 
näinücli einen Funkt {y} durch die Forderung: 

(8) F,^r,-F,-F,«ir, 

wo nmftdist tob Noll Tenehiedeaer ProportioiialititBfalrtor eei, 

80 leduriert lieh die IdentitSt (I) anf die Qleiehang: 

(9) 

wllmnd aaderseite hierdurch die Oleiehnngen F|»0(2) durch den 
Punkt (y) etfOllt werden. Somit gilt der Sets: 

IL Es sekmide» sieh die vier FUk^ F^ w dem durt^ die 
QleidmHgen (8) festgOegten Ptudcte (y). 

Das Resultat bleiht indessen auch gültig; wenn die in (8) auf- 
tretende Qröße 6 im besondan yerschwindetr was dann und nur dann 
der Fall iit^ wenn die Determittanie der Tier, in den x linearen Formen 
F, (8) Terschwindet Alsdann folgt ans (9) das Verechwiiidai Ton a^^, 
und damit auch vermöge (2) dasjenige der vier Ausdrücke Ff (jr). Li 
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diMem Spedal&lle, und nur dann, liegfc der gememsame Sdhiut1|iiiii)d (^) 
gleidixeitig auf dar FlSdie Ä (b. daa sweite Korollar von Herrn 

Haskell). Offenbar sagt das Yersohwinden der vier Ausdrücke (y) 
aus, daß die Ebenen der vier KegelBchnitte, in denen die FEcben Ff 
die Fläche A anfier K noch schneiden, durch einen und daieelben 
Punkt gehen. 

Der Fall der Ebeno (n — weist eine eigenartige Besonderheit 
auf Verschwindet nämlich hier die Größe 6 ia (len hezügliclien Glei- 
chungeu 1^8): K|— Kg» ¥^^0, also auch die Determinante ^ der drei 
Formen Vi 

(10) ^ - «u«ii% + v^v^Vtt - 0, 

80 Bügt daa offenbar im Hinblick auf die Relationen (6) ans, daß die 
drn Punkte B auf den Seiten dee an Grunde gelegten Dreieeke tn dner 

Geraden liegen und inngekehrt. Daraus fließt unmittelbar das Korollar, 
daß die vier den vier Dreiseiten eines Vierseits umschriebenen, gleich- 
zeitig durch zwei feste Punkte iT,, gehenden Kegelschnitte sich 
in einem nnd demselben Punkte schneiden. Im Falle, daß man Ky, /C 
als die beiden Kreispunkte der El)ene wählt, ist das das Steinersche 
Korollar, daß die vier Umkreise der vier Dreiseite eines Vierseits sich 
in einem Punkte schneiden 

Hieraus aber läßt su-h sotort schließen, daß der entsprechende 
Satz im Räume M^{ii >ii) nicht mehr gilt. Gesetzt, es liegen die 
sechs Punkte B auf den Kanten des Tetraeders zugleich auf einer 
Bbene E, so schneidet diese ans dem Tetraeder ein Viersmt an^ and 
die Tier FBkdken (2) schneiden E in den vier Eegelselinitten, die 
den vier Dniseiten des YierseitB nrnbesehrieben sind und zi^^ch durch 
die beiden Ponkte JT^, Kg gdie% in denen E dem Eegdsehnitt K be* 
gegnei Diese vier Eegeibehnitte, und damit die vier Flachen selbst 
schneid«! sidi also* in. einem auf E gel^enen Punkte. 

Wiederholt man diese Betrachtung fQr die fQnf Tetiaeder, die von 
je vier der fttnf Ebenen, die sich ans E und den Ebenen des ursprüng- 
lichen Tetraeders zusammensetzen, so schneiden sich immer vier der 
fttnf Flächen 2. Grades, die durch K gehen und je einem der fünf 
Tetraeder nrnbesehrieben sind, in einem Punkte der fünften Ebene, und 
ersichtlich können diese fünf Punkte niemals in einen einzigen zusammen- 
fallen. Aber auch die Vermutung, daß diese i'üuf Punkte selbst auf 
einer durch K gehenden Flache 2. Grades liegen, erweist sich als hin- 
fällig. Denn wäre G diese Fläche, so müßte entweder G mit den fünf 
obigen Flachen in eine einzige zusammenfallen, was offenbar nicht 
stattfinden kann, oder aber es müßten sidi ifimtSiehe sechs Flachen 
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(außer K) in emem E^^ebdinitle C schiieiden, der durch die 

fQnf obigen Punkte ginge. Da aber irgend swoi der obigen fttnf 
Flachen durch eine Ecke A des ursprünglichen Tetraeders geh«i, ao 
müßten auch die vier £cken Ä auf C liegen,- was wiedemm nn- 

m^lif'h ist. 

Offenbar gilt der Beweiß des llauptsatzos II unmittelbar auch für 
den H^^, man hat nur in den i'ormelu {2) bis (9) die ludicee die 
Werte 1 Xns n durchlaufen zu lassen. 

Wählt man im besondern für n = 3 den Kegelschnitt A' als den 
Kt^dkreis (und entsprechend im JSJ, so ergibt sich der Haskellsche 
SaiXf reep. sein amtei EraroUsr. 

Bs ist wohl kaum erforderlich hinzosnfügen, daS mit dem Satie II 
anch der dmlisiis^ gilt 

WäUi man im besondeni die aechs Fkmkte .Bj^i ^ ^ Ponkte, 
die auf jeder Kante A^A^ besl^ch der Edcen A^, hamKmiadh liegen 
an dem SdmitfcpQnU der Kante mit der Ebene i* des Kegeladinittaf 

60 ist in (6) der Quotient - zu ersetzen durch — , wodurch (7) 
flbergeht in: 

Alsdann sind aber die snr Bestimmung des PnnkfceB (y) dienenden 
Oleichmigeu (8) ^ F, 1 , 1 « « « diadbm, wie die aar Bestimmung 
des Poles der Ebene u bes. der Fliehe A erfordeilidiai Oleiehnngen. 
Ist im besondeni wiedemm K der Kogelkzeis, ao ergibt sich das 
erste Haskellsche KoiaUar.') Bleibt man aber bei einem be- 
liebigen Kegelschnitt K, ao tritt noch ein weitereor bemerkenswerter 
Speaialfall ein. 

Läßt man nämlich bei der Annahme, die zu den Relationen (7*) 
führte, unch noch die Doterriiinantt; der Formen V verschwinden, sodaß 
also die Größe a in (S) den Wert Null hat, so zieht das Verschwinden 
jener Dotoruiinante auch das der Determinante \A[ der Form A 
nach sich. 

Somit artet die HäcJie A in einen Keffei aus, uml der SdinitU- 
punki (y) der vier Flädien F^{2) fäüt in die Spitze des KegeLs. 



1) IKesw eitgibt rieh flbrigeitt munittelbar (wocanf addi Heu Tableii hm-> 

wies) aaf elementarem Wege. Denn »ei Y der Mittelpunkt der Umkugel de« 
Tetraeder« A^A^A^Ä^, bo schneidet dio Kogel die die Strecke Y als 
DurchmeMer b«flib&t^ die drei von aaugehenden Kanten in deren Mittel- 
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Be noch bemerkt^ daB bei der Ännalime (7*) die eeelw Kanten 
Ton T in den aeelu Rankten S^t Ton einer Fläche 2. Ordnung berflhxt 
werden, deren 01eiehiuig lautet: 

(11) y»^i + /"»a;. f yn^x., + Vit^x^ - 0; 

und umgekehrt, unterliegen die sechs Punkte J?, , dieser Bedingung, so 
ist ^ 0 die Ebene, die aixh jeder JbLaute jeweils den vierten har- 
monischen Punkt aiissehneidet. 

Königsberg i. Fr., Januar 1903. 



Über eine Eigenschaft des Kettenbruchs — ^ _ i_ ^ 

« — 

Von Henra B. Mbtke in Ohailottenbiixg. 

Ist <p{x) =■ , wo rjj, rtj, ti^ konstaute Größen, für die 

a^a^ — 0,0, = 1, a: eine unbestimmte Variable bodeuttm, und setzt man 
= y (9 {^)), 9s C-*^) = <P (9s (a;)) u. 8- w., 80 ist, wie Babbage 1820 
Kuerst gezeigt hat'), -f — 2 coe ^ (ifc — 1, 2, • • *, » — 1) notwendige 

und hinreichende Bedingung dafür, daß identisch 9«(a7) — x wird. 
Hierans fei^, dafi, warn durch die Öleichongen 

(1) = o (ft-1,2,...,«) 

die Qröfien 2rt, x^, ■ ■ sr„^i definiert sind, dann und nnr dann Xn-^i = xt 
bei jedem Werte von u 1 wird , wenn = 2 cos *^ (A- = 1, 2, • • « — 1) 
ist. Aus (1) ergibt sich die Kettenbruckeutwickliiiig: 



1 



(2) 



1 



worin die Änsahl der GrSBen d auf der reehten Sate gleieh 11 ist 

Bezeichnen für den Ketteobruch <^ — ^ _ i. und li'k ISttXer und 

Kenner des iten IVahenmg^bmche, so daB Z^'^ Nf^^d, Zg^^ Nf ^^-^ 1 
ua.w., ao ergibt der Schluß tou » anf ft+1 ^^l^n+i («»1, 1^ '• <)• 

1) Vgl. Laureut, Trait^ d'Aoaljiie VI, 24S, temer: Netto, Yorlesuogeu Qbcr 
Algebra § 272. 



Digitized by Google 



288 E. Mann: Übtt eine Eigenadiell de* Kettenbmebc 

Aus ^2) folgt: 

also muli, wt^uii •in^i = u^^i sein soll, die Gleich uiig 
erftllt Bein, die sidi wegen 

(4) Zn'^ä' Zm^t — Zn—t 

«ach in der Fonn 

sclueibeu läßt. Würe \d -f x^)x^ -f l = 0, so würde schou - x^ 
■ein, so daß also die notwendige Bedingung daftir, daß a:«^.! = Xi (n > 1) 
wird, Z„- 1 0 ist Dieee Bedingung ist aW aaeh hinreichend, da, 
wenn sie erfDlU ist, wegen (4) sieh ans (H) r.^.! i-d^ ergibt Weiter 
fol^f daß, wenn Xn+\ » ä7i für irgend einen bestimmten Wert von 
(» > 1) ist, diese Oleiehung fOr jedm beliebigen Wert von Xi gilt 
Vergleicht man dies Eigebnia mit dem obigen, so folgl^ da 

eine ganze Funktion (» — l)tan Grades ist nnd die eos — (ib» 1, 2, • 

n — 1) Amttieh versdiiedene Werte haben, daß, wenn x» (x) dm Zedier 

des nten NäherungsbnuAes für dm KeUenbruth ^ *- ^ _ i hedeuM, die 

GHäOmng 2»(a;)-0 He Wundn x~ 2eos - ,n) he- 

sitgk Dasselbe Ergebnis habe ich anch direkt aus der Reknrsions- 
fonnel (4) abgeleitet. 

Betrachtet man (1) als Verwandtschaft^eichnng zweier projektiver 
Punktreihen auf d«Dsdben Ti%er, die Xt als Abscissen von dem einen 
der Qegenpnnkte aus, so ist ä der Abstand der letsEteren, — 1 die 
Potenz der projektiven Beziehung, deren absoluten Betrag man, ohne 
der AUgRmcingültigkttit I^lintrag zu tun, als Maßeinheit für die Strecken 
benutzen kaun. Unser Ergebnis besagt dann, daß jene Projektivität 
dann und nur dann cyklisch von >/ter Ordnung ist, wenn bei Benutzung 

jener Maßeinheit der Abstand der Gegenpunkte <^ 2 cos ^ {k relativ 

prini zu ii) ist.*) Der n^ative NA'ert 1 ffir jene Potenz entspricht 
dabei der bekannten Bedingung, daß einförmige nicht involutorisohe 
cjklisch projektive Grundgebilde gleiehlanfend sein müssen. 

Frankfurt •ßl., den 19. August 19Q2. 

1) Yg). iSteiuers Vorlesuugen über syntbetiäche Ueumethe U. 3. Autl. ä. 606. 



Digitized by Google 



E. V. LiLiain-BAi.: Zur Note des Herrn J. Knoblauch: Ein einfacbes System etc. 289 



Zur Note des Herni J. Enobl&uoli: 

Ein eiiifaclies System flächentheoreUsclier Griuidformelu. 

Ton B. T. LiUENTHAL iu MOnsteT i/W. 

In den Sitzungsberichten der Berliner Mathematischen Oesellschaft 
(II. Jahrgang, S. 1, Sitzung vom 20. November 1902) ist eine Note 
des Herrn Kiioblaucb ,, Hin ninfaches System tliielieiitbeoretisrlier 
Gmudiormeln" erschienen, ilie mich zur folgeudeu Erkläruug nötigt. 

1. Die von mir in «l"r DiffVrent^jilgeometrio angewandten Operationen, 
die ich 1890 in meiner Schritt „(irundlagen einer Krümnumgslehro der 
Kurven scharen" (vgl. Eneyklopadie »l*r niiithematischen Wissenschaften 
llf D S. 125) mit dem Namen „Ahleitungcu nach der Rogenlänge 
emer ivurve" belegt habe, setzen zu ihrer iieuutzung in der l>'lächen- 
tiieorie keinerlei Spezialisierong der krammlimgen Eoordiuaten voiaiis 
und fiJlen, wann rie mit Hilfe der Bogenlängen der Erfinimmigslinien 
gebildet werden, mit den von Herrn J. Knoblauch mit B^^ be- 
zeichneten Opeantionen zusammen. 

3. Das von Herrn Knoblauch in der fraglichen Note angegebene 
System flachenÜieoretisdier Orandfonnebi ist ein besonderer Fall des 
allgemeineren Systems^ das ich in der genannten EncyUopädie (HI D 8, 
& 161) skizsiert habe. Man biancht bloS die EErümmongslinien in 
dem dort gebrauchten Sinn zu Koordinstenlinien au nehmen, um die 
fraglichen Formeln zu erhaltMi, von denra die unter (1), (2), (3) von 
Herrn Knoblauch angeführten a. a. 0. S. 104 sogar Terzeichnet sind. 
Die Ton Herrn Knoblauch unter (I), (II), (III) angefahrten Formeln 
besonders zu erwlhuen, lag kein Grund vor, einmal, weil sie bei ihrer 
Vtröt^^ntlichung im Jahre l!^93 nach meinen Arbeiten über die 
Krümm uugslehre der Kurveuseharen ( M itli. Ann. StS (1888), 38 (1H91I) 
nicht mehr nm waren, nnd dann, weil auf die betreffenden Arbeiten 
des Herrn Knoljlaueh aus den Jahren 1895 bereits in der 

Encyklo^jüdie [l B 2, S. 384, Fußnote 041) hingewiesen war. 

Mttnster i/W., 11. März 1903. 



AidiiT d«r IbtbMMtIk und in.a«lto. T. 
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Auszug aus einem Briefe an Herrn E. Jahnke. 

Von J. Enobladch in Berlin. 

. . . Sir luilien mir vor kiireem von einer Erkliininj; Konntnia ge- 
geben, zu der fsicli lUrr !' v Lilient^ai auf Gnmd meiner ^?ittfnlung 
iu den Sitzungsberichten der Berliner MaÜiemt tischen (ieseiischuft, 
U. Jahrg. (1}H)B), S. <j— 10 veranlaßt sieht. >«uamelir beabsichtigen 
Sie diene Erklärung iui nächsten Hefte des Archivii i'Ür Mathematik 
und Physik abmdrucken und ersuchen mich nm eine Äußerung dazu, 
mit dem Bemerken, daß den Lesern des ArcfaiTs eine solebe eniifaisefat 
sein werde. So bitte ieh Sie denn, folgendes zum Abdrack m bringen. 

Die Richtigkeit der ersten Behnuptong des Herrn t. Lilienthal 
li^ auf der Hand, und ieh yerma^ deshalb nieht eimmsehen, was «* 
mit diesem Punkte seiner Erklärung besEwecki Sollte &t geglaubt haben, 
au einer Stelle, wo der Natur der ganzen Auseinanderset?. un<{ nach von 
der flächentheoretischen Literatur nach 189S gar nicht die Hede ist — 
die Bemerkung zur Theorie der Raumkurven, a. a. 0. S. 8, Schluß des 
ersten Absatzes, steht für sich allein — , dennoch eine Erwähnung seiner 
„KrüuiuiuugsK'lire der ('urvenseharen" von 1^96 erwarten tw sollen. 
So habe ieb darauf zu erwidern, daB umgekehrt in Herrn v. Lilieu- 
thals Schrift eine Nennung derjenigen Mathematiker vermißt wird, 
von denen diu dort von ihm ango wendete Metkode der Diüereutiation 
nach Bogenlängen herrührt 

Auf der Hand liegend ist ebenfalls die Richtigkeit der zweiten 
Behauptung. Kur sdieint Herr t. Lilienthal ▼erkannt zu haben, daß 
seine Formeln nicht inhaltlidi allgemdner, sondeni nur anfierlich kom* 
pliaiwter sind als die in meiner Mitteilung mit (I, U, III) beseidineten, 
indm sie eine Anzahl von Größen mit sich f&hmi, die sich bei der 
Anwendung lediglich als Ballast erweisen. Zu dem ersten der beiden 
Gründe, durcli die Herr v. Lilienthal die Nichterwähnung der ein- 
fachen und allgemeinen Gleichungen (I, II, III) zu stützen sueht. i^i 
zu bemerken, daß diese (Tieichnngen in den beiden von ihm citierten 
Abhandlungen gar nicht vorkommen. In den Formeln, auf die Herr 
V. Tiilientiial sieh oHeubar bezielit, i'elilt, von anderen notwendigen 
\ tiüuderungen aligesehen, gerade das Kutacheideude, nämlich der Ulter- 
gaug von den DiHerentiatiouen zu kovariauten Operationen; sieht man 
abv hierrmi ab, so liegen die Formeln bereits lange Tor 1988 in der 
^dientheoretischen Literatur vor. 
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Im fibrigen verzichte ich tiuf eine Kritik des Versuches, die Weg- 
lassimg gewisser Ergebnisse ans einem encyklopädiselieu Werke dadurch 
za reehtferügen, daß sie zu einer bestimmten Zeit nicht mehr neu 
inren, ebemso wie anf «ine Benrbeiluiig des swnten von Hem Lilien- 
tlial MerfBr nodi anfgefühiim Gfnmdea, und ilbarlaMe jedem, ftiis dior 
FnSnoto 847 des Beriehtea Uber InTaxiantentibeorie Ton den in Bede 
stehenden Formeln Kenntnis zu wlnngen. 

Was endlkli die in meiner Mitteilung mit (1, 3, 8) baseiehneten 
Formeln betrifft, die Herr v. Lilienthal in seine Erklärung einb^sogen 
hat, obgleich ich nii^ends behauptet habe, daß aneh diese fundamen- 
talen Relationen in der Encyklopädie fehlten, so gestatte ich mir hei 
dieser Gelegenheit '/n bemerken, daß auf der von Herrn t. Lilienthai 
citierten Seite eine Augahe darüber, wer diese Formeln zuerst auf- 
gestellt hat, wohl au ihrer Stelle gewesen sein würde. 

Berlin, den 23. Mai 1903. 
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ResüisioiieiL 



R. Fricke und F. Klein. Vorlesangen über die Theorie der auto- 
morphen Fimktioiieii. Zweiter Bond: Die fonktionentheoretisdien 

AuifQhiunk':» n und die Anwendungen. 1. Lieferung: Encroro Theorie der 

automorpliou Funktionen. Leipzig. B O. Te\jbner. 19U1. 

War der erste Band (1897) [siehe die Besprechung von Herrn 
Wirtiuger in der „Zeitschrill für Math." 44, 1899, p. G3 und auch die des 
Befefenten in den „Fortadiritten der Math.** 20, 1897 [1899], p. 334] der 
allgemeinen Grundlegung der Theorie der automorphen Funktionen gewidmet, 
so bringt die vorliegende erste Lieferung des zweiten Bandes, die zugleich 
dessen ersten Abschnitt bildet, die AusiUhrungen im einzelnen. Beginnen 
wir mit einer kurzen Überriebi Der Stoff wird in vier ^pttel gegUederi 

Im ersten Kapitel werden die Begriffsdefinitiontjii , die Existenz- und 
Eindeiitigkeit^tbeorenie der automorph* n Funktimeu nebst deren wirtlifher 
Herstellung bebandcit, sowie ihre Grundeigenschat ttiu entwickelt, überdies 
werden die zu jenen Funktionen invenen „polymorphen^ Funktionen be- 
grifflich festgel^ und deren Differentialgleichwtgen untersuchl Das swette 
Kapitel studiert entsprechend, vermöge konsequenter Renfitzung homogener 
Variabein, die uufamorphen Formmy insbesondere für das (leschlecht Null. 
Ein besonderes Literesse nehmen hierbei die eimlftdcjcn lurmeu in AnsprucL 

Das dritte Kapitel beschäftigt sich mit der expliziten Darstellung der 
automorphen Gebilde des Geschlechtes Null durch die Poinc areschen 
Reihen, wobei deren Konvergenz eingehend erfoi-scht wird, noli.st ihrem Vpr- 
halten in singulären Punkten. Es gelingt die Konstruktion solcher iicihen, 
die nur emm Pol beritsen. Vennöge dieser Poincareidben Reihen und 
der „Elenunlarformm'-' wird die Darstellung beliebiger automoarpher Fernen 
des Geschlechtes Null ermöglicht, 

Erwcitemngen auf ein lielieljige<? OeschleL-ht p werden im vierten Kapitel 
gegeben. Eine zur vurgeLegteu Gruppe 1 ' guhürigt» uuverzweigte automorphe 

Form wird durch die tfAtm-** und „Qrundformm" dargestelli Die Existenz 

der eindeutigen Formen bei gegebenem ,JUnlii)'Hf:ator^f8ieiiff* wild nach- 
gewiesen. Die Poinoareschen Reihen und Elenientarformen werden soweit 
untersucht, dab sie zur Darstellung einer beliebigen automorphen Form 
dienen kSnnen. 

Wenn wir nunmehr ausf&hrlich auf den Gegenstand eingehen und 
nach Möglichkeit versuchen, dem Leser ein Bild der leitenden Gedanken- 
gänge zu entrollen, so bedarf das, ganz abgesehen von der Bedeutung der 
entwickelten Theorien, gerade bei der Eigenart des vorliegenden Werkes 
(ebenso wie der Twaiifgehenden) kaum einet Beehtfertigimg. 
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Wie ein moderner Feidzug unter sorgfältiger Benützung aller Errungen- 
tobalten der Teohnik und der NaturviaaenscIiAften geführt wird, so lag ea 
den Verfassern daran, beim Aufbau ibrer Theorie alle HilfsmitM, mögen 
sie der Analysis, Geometrie, Algebra und Zahlentlieorip, Analysis situs und 
mathr-matischen Physik anj^'fliören , bcranzu/.ichin, die siuli irLTi'ad^vic als 
fördernd erwiesen^ und sie in ihrer gegenseitigen Duixihdringung zu verfolgen. 
Es. iat dabei dnniniiB anxnerkeimeD, daß sie auch die DanteHiing so ge- 
wählt halmit da0 die Gefenkenentwicklungen, von denen sie bei Auffindung 
dpr nmon 8?ltzp geleitet waren, auf das deutlichste hervortreten. So darf 
das Werk als ein in seiner Art ganz einheitliches gelten. Andererseits soll 
keineswegs gelengnet werden, daß eine sweite ergSnseDde Baanfellung, die 
sich ausschließlich analTtischer Kethoden bediente, für die Wissensehalt von 
höchstem Xutzen sein würde. 

Sei dem, wie es wolle, jedenfalls ha< sieh der Leser des Werkes einer 
nicht unbedeutenden, wenn auch überaus lohiieuden Anstrengung zu be- 
ßMßigen, um die Hauptwege, die durch das vielfiMh verBchlungene Ganse 
hindurchfilhren, im Auge xa behalten. Wir sehen es daher als eine Haupt- 
aufgabe an, dein Leser dieser Besprechunp jene Arbeit su erleichtern, um 
ihn so zum Studium des Werkes selbst anzuregen. 

Der erste Band wurde beberrsdit dureb den Begrüf einor „etffendkh 
diskontinuicrlicficn^'' Gruppe F linearer Substitutionen einer komplexen 
Variabein f und deren „Pohjgon-" resp. ..Poli/ed€rncf:rn". Ist jetzt eine 
solche Gruppe F vorgelegt, so fragt man nach (linear) auimmrphen Funktionen 
<p{t^^ ^ b. nach solchen Funktionen, die ihren Wert nicht andern, falls 
mau i einer Substitation von JT unterwirft. Umgekdirt gebt dann die inverse 
Funktion ^ = f($t) bei gesdilossmen Umlaufen von » in lineare Funktionen 

^ ^ "y y j^ ^^"^ selbst Aber und wird daher als (linear) fid^motyke 

Funktion besnohnet. Hierbei findet die Beschränkung auf ^yPoli/gongruppen** 

statt, d. h. es werden solche Clruppen F ausgeschlossen, die erst Im Tniiem 
des ^- Halbraumes (und nicht schon in der £-£bene) eigentlich diskon- 
tinuierlich sind. 

Sei ein .^eüT tou Polygonen P^, P„ . . . von T; F wird gebildet 

durch die Substitutionen Vq, V,,..., die in P^^Pj, ... übevfQbrSB. Das 
Polygon Pq soll Jedoch nur endlich viele Seiten haben, d. h. es soll F aus 
endlich vielen „Erzeugcnderi"' beigestellt werden können. Die Seiten von 
Pq sind Kreisbögen. Pq besitze n „CyJeleif* „fester^ Ecken, und die aus 
durch Zusanunenbiegung entsprechender Itandkurven entstellende geschlossene 
Fläche besitse das Geschlecht p. und JT erhalten damit den „Charakter'' 

Op, n). P« heißt „FunättmetUaibercid^ Ton T. Ist jetit K^»^^^^^*^ 

irgend eine Substitution tou P, so ist des niberen die oben eingefllbrtej 
2U r resp. P« gebSrige automorphe Funktion ^({) eine analytische Funktion 

derart, daß ftrfi,-;;^;^^: 

9{Q = 9>{t) (*-o,i.t...) 



wird, d. h. es soll q> (f), von irgend einem Punkte f von P„ bis 
homologen Punkte 1^ von analytisoh fortgesetzt, seinen Anfangswsrt 
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wieder erreichen. Übrigens soll q>(t) ^^^^ wesentlich singulären 

Punkt besitzen und daaelbst un verzweigt und eindeutig sein, Forderangeu, 
die dnrch die Natur der siigehiNngwi Poten»eUwiientwiok«lin^«o fSattgelegt 

"werdrn 1 ). Dip festen Eckpnrilxto J„ von dürff^n als „elUpthchf" oiipr 
„paraholisrhe" gewähU wertlpn: ein bei to ^^^'rtfb einen hini-eichend kleinen 
dreieckigen Sektor S ausgeschnittenes Stück von stellt die Umgebung 
TOD dar, di« Koi du» FlSche «ums eiaDuli und voUttindig bedeckten Kieisee 
abigebildf-t wird. 

Die Existenz der FnnktionnTi gründete Klfiin auf dip allpempiripn 
K i e ni a n D sehen F/Xisiemtheormte , die durch Ii. Ä. Schwarz und 
C. Neumann sicher gestellt waren. Es werden die reellen Teile von 
FünktMmen von *n ftuf Grund der LöBung der ^ßßnä/mrkKiifgab^ 

als „logarithmische Potentiale*' konstruiert, suvOrderst f&r kreis- 

fermige Bprf>iche, sodann vprmöge deg J3teiwahefgQit»j^ dturdt alkmierwdes 
Verfahren" auf zusammengesetzte. 

So wird das Innere von Pq „dachxiegelartiij" mit endlichvielen Kreis- 
scheiben fiberdeekt Anf und u werden sodann idle V ansgettbt. Die 
analytische Fort.sptzunp rinps t( ülipr dpn Rand in ein bpnachhart<?s Polygon 
fuhrt dann von .seihst /n dorn dort erklärten i'otential. Die Funktion u 
ist dann ein „autmnorphes Potenitnl' ., das als ein zu gehöriges ,.EifmenUir- 
potmHel St, GaUmg^ beceiohnet wird (§ 2). Iba bUde nnnmelir das ta 

«(1,1}) jMUvuffierUr Potential » (l> ^l) » /*(|| - 1| «Ii) , ^« ^ 

untere Grenze in P„ liege, and die Integrationsbahn im Innern von N verlaufe. 
Das Differential dv hat ebenfalls automorphen Charakter, o dagegen wird 
sieh bei Fdrlsetsung bis su einer Squivalenten Steile nur «nt bis auf eine 
reelle additive Konstante reproduzieren. Ein auf F geschlossener Umlauf, 
der sirh auf einen Punkt zusammenziehen IftÖt, liefert in N einen Weg mit 
veischwindendem ^ "^J di\ wenn die Rolle der den festen Ecken in /'^ ent- 
sprechenden Stellen Cj, . . genügend berücksichtigt wird. Für jj = 0 
ISfit sieh jeder ümianf auf F stetig anf einen Ponkt snsammensiebeD; dann 
ist auch /' automorph und damit auch 9» (?) = « -f "% wo (p noch an einer 
willkürlich gewählten Stelle in einen Pol erster Ordnung besitit, sonst 
aber daselbst stetig ist. 

> 0 gibt es aber UmUnfe auf die sich nicht anf Punkte 
xosanunenzieben lassen; ein solcher llBt sieb ans 3p elementaren Umlinfsn 
herstellen. Der Ausdruck Z >= ft + %v hat dann auf F den Charaktpr pitips 
..Elrmi'iifarhtfpfirah 2. Gaffunff", da.« pinen Pol 1. Ordnung und im übrigen 
rein imaginäre Perioden aufweist, in einem linearen Aggregat der Form 
e^Zi-^ c^,Z^ lassen sieh, teils fi > 3p, die Konstanten e so beetumnen, 
daß dasselbe wiederum eine automorphe Funktion 9> liefert (die nundestena 
«wei einfache Pole in P„ bpsitzt). 

Damit ist für Jede Gruppe F die Existenz automorpher Formen er- 
wiesen (§ 3). 

Indem anf eine geschlossene Biemannsche Flftehe abgebildet wird, 

ergibt sich in bekannter Weise die Anzahl |U der einfachen Pole von <p (f) 
gleich der der Nullpunkte; ^ nimmt daher jeden vorgegebenen Wert an 
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fi Stellen in P,^ an. Die Zahl u hpißf Wertigkeit von (f. Somit wird 
durch die Funktion „- = (^) aiif' eine fjewöhnlifhe «-blättrige Hie mann sehe 
Fläche F der Variabein i vom Geschlecht p abgebildet (§ 4). 

Dabei erweist rieh 9» als eine zu JP gehörende algebraische 
Funktion (§ 5), und umgekchrfc, bedeute w{jt) eine algebraische Funk- 
tion auf F, 80 ist *o[/i(i)j eam aniomoiplie Funktion in (JEaMtetU" 
iheorem). 

Fdr p^O gibt es 00* dnwertige Fnnktioiien, die „HauptfunktioiifiB", in 

der Gestalt -^'^-.{ad - 6c 4= 0). 

Zwischen zwei Funktionen yj, <r, von F mit den Wertigkeiten ftj, ^ 
henracht eine algebriüsehe Belalion (tp^, qp^) 0. Bei gegebenem q>i 

ist 9f so bestimnilnir. ilafi (r Irredttztbel wird, dann Iftßt sich jede Funktion 
(p von r rational dnn-h cp^, rp^ darstellen^ und umgekehrt (im beeondem fSr 
p — 0 durch eine Haupttunktion <p^). 

Da sieh in der Umgebung eines Grenspunktes von N unendlich Tiele 
Polygone Pt zusammendrängen, so ist jeder Grenzpunkt von N ein wesent- 
lich «iinpiiliiror Punkt und die iiitn/kuivcn von N bilden eine natürliche 
Grenze von qt. Inuerhalb P^ und überlianpt jV ist qr» eine eindeutige 
Funktion von sodaß eine algebraische Funktion von z auf F eine ein- 
deutige Funktion Ttm i wird (§ 5). 

Für die Klassifikation (§ 6) der Funktionen (p ist, außer funktionen- 
theoretisehen Gesichtspunkten, die früher (lui ( hq:ofÖhrte Klassilikatinn ricr 
Gruppen i' maßgebend. Die Klasse, der eianentarm Funktionen (p umiaüt 
die rationalen, £e elementartransoendenten und die doppeltperiodischen 
nebst verwandten Funktionen. Es werden drei Unterklassen unterschieden: 
die cyklischen (zu CTklisrlifn Oniitpcn F ^rhürigen) Funktionen, ilie der 
regulftren Körper und die doppeltperiodisciien Funktionen. Die crsicren 
sind wiederum wesentlich verschieden, je nachdem die Gruppen F aus ellip- 
tischen resp. parabolischen, oder aber aus hyporbolisehen resp. loxodromischen 
Substitutionen bestehen. Die doppeltperiodischen Funktionen zerfallen in 
solche mit additiven und solche mit multipHkativen Perioden, die sich 
dbiigens durch eine logarithxiusche Transformation auf einander zuiück- 
AUiren lassen. 

nie Klassifikation der höheren (p stützt sich auf eine im Sinne der 
Analysis situs durchgeffthrt(i üntersuchun^' der Jiyperbolischm R4)t<ttion»-''\ oder 
^auptkreisgruppen"^ (§ 7). Die höheren tp zerfoÜen zunächst in %wei Haupt- 
klassen, jenadidem sie einen Hauptkreis besition oder nicht. Die Haupte 
kreisfottktionen sind entweder solche mit „Oreniäirei^ (die wiederum nach 
G( schlrchfcrti , Cnfftuißcn und Familien getrennt \verden\ oder aber solche 
mit isoliert ücgondon (ireuzpunkten (die analoi,' eingeteilt werden). Die <p 
ohne Hauptkrei» haben entweder unendlich viele isolierte Grenzpunkte, oder 
absor eue (nicht analTtisehe) Gremehirve^ oder schliefilich unendlich vido 
Grenzkurven (§8). 

Nunmehr werden (§ 9) die Integrale der automorphen (iebilde heran- 
gezogen: J{t) =J R{tt\ s)dz, wo Ii eine rationale Funktion bedeutet. Wie 
nun ein elliptisches Integral 2. Gattung eine eindeutige Funktion vom zu- 
gehörigen Integral 1. Gattung ist, so sind im Falle einer einiigen Oreni> 
kurve von JV, die automoiphan Litegrale 1. und 3. Gattung emäeiäiffe 
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Funktionen von ein solches Hndert sich nicht gegenüber den elliptisehen 
lind parabolischen Erzeiigenrlr<n ]' und nimmt bei einer der ftbrig«>i einen 
additiven Periodenzuwachs an ^§ 9). 

Kompliiierter vwliftlteii sich die Integmle 3. Gattung, wo die FftUe 
eines einfacheii und mehifadien Zasammenbanges ▼<« Nva. unterscbeiden sind. 

Der Satz von der Eindeutigkeit der Integrale ./ (f) lUüt sich noch 
weiter ausdehnen. Im Falle einer einzijren (Jrenzkarve ist finp Funktion 
von die auf F — abgesehen von den Sltlltn c — böclistens polar un- 
stetig ist, in N eindeutig, wenn sie sich in jeder, einer elliptisehen Boke 
der Periode ontsprecheodeu Stelle nach /j- fächern Umlauf roiiritdiizi'i-t 
(§ 10). Hierher grlinT-m n a. ilic T,ösungen linearer homogener Difterential- 
gleichungcn, deren Koelti/ienten auf F algebraiiivh sind. Die zu einem 
„Fundamentalsystein*' gehörigen eindeutigen Funktionen substituieren sich 
linear homogen gegenüber F. 

Nunmehr werden die polymoiphen Fonkttoneii tO^) — f(z) auf F in 
Betracht gesogen (§11). 

Ans i gebt vermdge 8(1) ^^^^ analytische Funktion j^' — 8(Ji) 

lipivor, die derselben Klmsf zugewiesen wird, so daß es (bei komplexen 
i'arametem a:b:r:,l) no^ polymorphe Funktionen f einer Kla««-*» trihl. 

iüt nur in den Ecken r. verzweigt. Das Hauptproblem ist, ob aut jeder 
Riemannschen Fläche polymorphe Ftmktionen bei wiUkttrUch gegebenen 
Terzweigungsstellen c existieren? Hier sind die FsUe zu trennen^ wo 
einen Grenzkreis iM'sitzt oder nicht. 

Zuv<^rdf>rst \sir<l fefjttrpstpllt — auf Grund der Invarianz des Bchwarx- 

sehen Differmtlaiausdrucks ^, — ., \ ^ j — daß die f einer und 

derselben Klasse Integrale f im r Differentialgleichung 3. Ordnung fJ;],«jR(ic, *) 
sind, wo ]{ eine gewisse algebraische Funktion der Fläche ist 

Am Schlüsse des ersten Kapitels wird betont, daß die meisten oben 
aufgestellten Begriffsbestimmiuigen und Methoden auch fttr mehrdeutige 
Funktionen gültig sind. 

Das zweite Kapitel bringt die fortTir'tith'^or''tischen AusfUhrungen im Falle 
j> = ü, wie sie diurch den ersten band und die „Modulfunktiooen" vor- 
bereitet wann. 

Historisch ist ja auch das Studium polymorphe Formen bei Riemann 

Mii'1 Rrhwarz das frühere ijfwf'sen. Es wcrdon Jintcmoi-ph»' viml polymorpbf 
Formen eingeführt — nicht, wie bei Foiucare durch Keihen ^Kap. lU^ — 
sondern direkt aus den antomoriAm Funktionen durch einen gewissen 
DilTerentiationsproxeB gebildet 

Voran geht eine Orientipnnii: n'if'r dif» zugehörigen Fundamentalbereiche 
(§ 1) und eine Zusammenstellung von Hilfssätzen Über homogene Variable, 
Substitutionen und Gruppen (§ 2). Für ti'-l^i ~ ^ werden tu gewählt, 
daß ^ auf N beschlinkt bleibt („ertaubte Wertopaare** t«)- homogenen 
J: - ) 1 1 ; tut ionen : «fj + ßt^, J^i ™ y& + ^t» unimodular gedacht ; 
die nu llt homogene Onippe /* ist dann zur hnmofrf nen l-^-deutifr homomorph. 
Die „primäre" Relation . . . y„ = 1 zwischen den Erzeugenden V er- 

httlt jetst die Gestalt: U^ul . ..U^ (- 1)", wo - 1 der flubetitution 
— — ti» f ; — — ^ entopricbt. 
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Eine atUomorphe Form (§ 3) <pj — <p ist eine honu^ne Funktion 

der „Dimemion" d (wo d ratiotiall; tp soll für alle t'rlauhton i^j, erklärt 
und unverzweipt sfin. 17 hriüt an einer Stfüf» uniPfziCfifff. wenn 

— " • + ^1 • ^^s » iinver^weigte Funktion von 

^ ist. LSngv eines Weges von einem Ansgangswert (tj , ^) zu einem bez. 
V äquivalenten ist (p eindeutig fortsetzbar und soll daselbst bis auf eine 
multiplikative Konstante ft den An&ngswert wieder annehmen; 

9 («& + ßt», yti + iSd = f»9 Ä» ft)' 

Die Verallgemeinerung gegenüber den automorphen Funktionen <p{t) liegt 
0 in mal in dem „Multiplikatot'* fi, sodann aber darin, daß von der Forderung 
der Eindenti;:'koit der Fnrmpn vnnjichst ganz abgesehen wird. 

Bei gebrochenem d ist sogar fp^ stetig meiudeutig. 

Der Quotient zweier Formen 9» mit danselben d und ft ist eine auto- 
morphe Funktion des Gebildes. Der Forderung der automorphen Funktion, 
in nicht wesentlioli singidllr -m soin, entspi-icht bei den Formen eine 
solche, die durch analoge Reihenentwicklungen . zugleich mit den Begriffen 
„Nuüj}Mikt resp. I^>1 m'"" Ordnung^ festgelegt wird. 

Die BQdiittg automorpher Formen (§ 4) geht nun so vor sich. Die 
„WwwMo^fW* = firffjj - tt^^tx - - ^i^t war gegenflber den 

unimodularen TT von F absolut invariant. Folplirh fntstpht aus einer auto- 
morphen Funktion <p{t) «ine ebenfalls absolut invariante automorphe Form 

in (fj, = 'l^j^ ^ ~" ^ Für i> = 0 entsteht so aus der Haupt- 

fmktion s — qf{t) die Hm^orm des Gebildes, die — abgesehen von n Null- 
punkten in den festen Edcen Yon den Ordnungen ^1 — ^ und einem 
Pole 3. Ordnung — flbenll in endlich und von Null verschieden ist 

Daher ist das Produkt (ji^^ ~ ^*) '* 1 abgesehen von 

1 

einem einzigen Pole (von <p(f)), in Pq überall ondlich und von NuH 
verschieden. Für das Verhalten des Produktes im Pole ist die Ordnung 

n 

- » 2 ~ -jj) nial^bend; die Zahl v beherrsdite schon die Theorie 

1 

des Ikosaeders und besaß für die Gruppen der regulären KHrpr'r die 

Werte 2», 12, 24, 60. Bei unendlich vielen Grenzpunkten fällt v nega- 
tiv aus. 

— -g-j Potenz Tg (t^ , ti) jenes Produkt»« bat nur noch einen 

Nullpunkt 1. Ordnung, und iüt eine unverzweigte Form der Dimension v, 
die „PHmfomf* heiBt (§ 5). Idt ist auch «-* »t^ eine solche, und 
damit die ganze Schar as^ -\- bg^ — (az -f 5);^ mit dem beweglichen Null- 
punkt a : &; umgokebii i.st der Quotient zweier Primformea mit verschiedenen 
Nullpunkten eine Haupttunktion. 

Für — e*^' : c'][' ist (jt, «^^J* — eine Fbnn der Sehar, die 
in der Bei» 9^ einüsch verschwindet, bei einer tUtpUst^tH Scke 8^ jedoch einen 

'* ' 

Nunpnnkt der Ordnung hat, sodafi aodi » y (f, eine unvenweigte 
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Form ist, die „Grundform" heißt. Zwischen drei Grundformen Z^, Z,, be- 
tteht die Belation: (e« + {t^ ej Z/' | (> ,. c^) Z^'* - 0 (§ 5). Nunmehr 

kommt das Verhalten der 9^, insbesondere d^r Prini und Onmdformen. 
gegenüber den V in Betrauht, wobei die Mehrdeutigkeit der Formen die 
genaue Angabe des Weges verlangt, der tob einem Wertepaar (ti, ^ zti 
f-iriem äquivalenten f'E^lurt Da ff^ das Produkt von und einer 

Funktion »l'fj'l von % allein ist, so genflgt es, den Übergang von X zu X' 
und den von zu festzulegen. Die eint'athsten TberpHnpe dieser Art 
werden aU> „pritmlive" Wege bezeicLuet. Zu diesen thü. nui- noch eine be- 
Uebage Aniahl c von UmUufen otn den NnUponkt — 0 binsn. Danüt 
indot sich 9^ gegwtliber U um den Multiplikator: 

— H — 4.tlj»o — j — y-Undo 

/i = c ' ' resp. = e * , 

jenachdem elliptisch oder parabolisch ist, falls in fj^ (in P^) einen 

Nullpunkt der Ordnung j anfweist 

Das wird (§ 7) angewandt u. a. auf die drei Gi-undformen d« r 
„Kreisbogendreitcke""^ d. h. solche mit der „Sipnnfnr" fO,3: , 'j, /j ). Bei 
den Gruppen der regulären Körper gelangt man zu den uamaiigeu Ergeb- 
nissen bes. der mit dmi Fuohsadu» Frimfcrmm fibereinstimmenden Grund' 
formen Z|, Z,, Z3. 

Trotzdem die Prim- nnd Grundformen im allgemeinen mehrdeutige 
automorphe Formen bind, dienen sie doch als Grundlage der eindeutigen 
Fonnen. 

heißt, für p * 0 Und ein ganzzahliges d^ eindeutig y wenn der zu 
einer gehörige Wert von jii von der Wahl des Weges der Arcnimente 
unabhängig ist. Besitzt .V eine (ircnzkurve, ist also einfach za»ammen- 
hüngeud, äo i8t HOgar^et/t; uuverzweigte automorphe l'^orm ^bei ganzzahligem dj 
«ine eindenÜge, und solche werden snnBcbst betrachtet. Einem IVodukt 
Ton J7 gehört ab Multiplikator das Produkt der einzelnen Multiplikatoren /.u. 
Bilden fij, jij, . . ., ft„ das .,3fultiplikatorsystem" der« Erzeugenden l'j, i/j, U„, 
so gelten die Eelatioueu: fi''^(~ tY^ .fr, . . f~~ l)"«*^ wobei Mul- 

tipiikatorsysteme tiir gerade und ungerade Dimension d zu trennen sind. 
Die fij^ erweisen sieh dso als gewisse EinbeitswnrsefaL 

Ein die olilgen Relationen erfüllendes System M von ist son&chst 
nur ein „thwreimh möglidws": es bleibt unentschieden, ob zn ihm auto- 
morphe Formen gehören oder nicht. Die bei r möglichen Systeme M 
bilden (öne Abelsiäe Gruppe, d. h. mit fi| und fi/ ist auch ^^'i ein solches (§ 8\ 
Hierauf Iftfst sich die Anzahl der M bei gegebener Gruppe F bestimmen (§ 9 ). 
Kommen l) unter den ?7j, . . n'^ 2 paraholisi ho vor, so giebi es 00 "'~ ' 
Systeme M\ 2) ist n' = 1, und ist diese parabolische Substitution, so 
giebt es 2/,/j • ■ Systenie. Komplizierter ist der dritte Fall, wo die 

U alle elliptisoh aind. Zuerst sei d gerade. Wird ^ ij^ gesetzt, so 

ist die diophantisch» GQeidittDg -> 0 su erlllllen. Beaeiduiet d^^ den 

gr. gem. Teiler Ton l^ und 6,^ den von 2^ ^ ^ et&, so erh&lt man nach 
SMmd ttber Abelsdbe Orappen durch ToUstiiidige jbduktion als AnsaU 
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Bei img«rad«ii il resnltisrt entmdw üb nimlidM AmnU, odsr abw 
(wofDr ein einfkehes Kritninm ftofgettolli wird) gar kein STateni. § 10 bringt 

Beispiele. 

Die Anzahl der Üf-Systeme reduziert sich beim Hinzatretea „sekundären^ 
Belationen zwisehen den CT. 

Die Frage nach der Existent angehttriger anttmioipHer Formen wird 

beantwortet, dnrch dirette Darstpllnnp aller unverzweigten (für p •= 0) 
durch die Primfomien r,, und die Grundfonnen f§ 11). Für i' als 

die Dtmension Ton i% war — " 2 ~^^{^ ~~ i^» andererseits ist ^ lür 

Ton dar Dimanuim NnU. HSevans folgfc, daß .bei ainer die 

Qaeamtradnung des Yersdiwindena in die der Pole um ^ ttbartrifik, vbA 

hieraus wiederum, daB eine unversweigte 7^ von J* durah ihre NnUpunkla 

und Pole bis auf einen konstanten Faktor C eindeutig bestimmt ist. 

Damit gelingt die Darstellnng Ton 9^ in den Fräar und Grundfonnen: 



1 



Hier ist d = v ^1» -|- die * Stellen x resp. die 0 Stellen |f 

flind die Nullpunkte resp. Pole gaozsaUiger Ordnung von ^4, wfthrend in 

ein Nvllpiittkt der Ordnung ^ Hegt (§ 11). Dordi BpeoiÜnerung ftr 

eindeutige FüimeD (mit ganzzahligem d) wird die Frage naeh dar Bxiftens 
Ton Formen 9»^ bei gegebenem M entschieden (§ 12). 

Er wird (i^ = e *, wo = d (mod. 2) ist. 

„Für jedes möglidie Multifdikatorsystem und jede DimeMiou d — 
mit den Bedingxmgen d (mod. 2) — ezistieiren eindeatige antomori^ 

Formen. Hierbei ist R^^^ als rationale honü rf'ne Form der Zi, von der 
Dimension m uucli frei wilhlbar. Im be>Jonderen existieren für jedes ge- 
rade d „eigentliche" 9/^, d. h. i^um System /ij^ — 1 gehörige, die also gegen- 
ttber allen U absolut invariant sind.** 

Besondere Beaehtnng Terdienen die Beziehungen zwischen 

Systemen jUj^ ft^, wo nimliob Mift^ 1- Mit Rücksicht auf die späteren 
Beihendarstellungen werden zwei solche zugehörige Dimsosionen d heran- 

pezogen, daß d -f (7 -}- - = 0 wird. Dann lehrt, eine arithmetische Hilfs- 
betrachtong, daü zwischen den bez. Anzahlen m die Relation m + m 
besteht, wo g die Anzahl der parabolischen Multiplikatoren f*j ^ 1 
ist (§ 18). Die Aniahl m der Pole einer 9^ bei gegebenen und ä ge- 

nttgt der Ungleichung ^ »• ^ ^ — ^(l ~ ^ » •'»der ndi eine Beihe 

Ton Folgerungen ziehen li^t (§ 14). 

It^eeondore ist für die pomro», d. i. polfreien die Dimension d 
negativ. FSr — 2 dnd Formen mit der Minimalsabl von Knll- 
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punkten und Polen entweder einpolig ndor ganz; nur dir cigt^ntUchon 
mit d » — 2 ohne parabolische Erzeugende sind mindestens 
zweipolig. 

Die in der obigeo Produktdarstellang von <pj anftretesde Form It^ 

hat fnucn Zähler von der Dimension c^m+ff. Bind also die fi^, d und 
(T Vo\c 1. Orrlnunp litAliohip- vnr^repphen, so mnß m + a > 0 sein, und die 
allgemeinste Form ipj läbt sich dann aus r-^-l — partikulären 
Formen linear und homogen mit konstanten Koeftizienten aufbauen (§ 14). 
Jelst werden auch die polymoipben Funktionen i^f(g\ snniclut fftr 
HauptfunktioncD s = q)(t) mittels bin&rer („erUubtei^) Variabeb «|, 
bomogpn fTpmarht (§ 15). 

Der obige Ausdruck für die Tiimform liefert sofort die Spaltung 
von t = f{e) in fi -= /; «,), = {ii «j), nftmlich: 

I dz * KfYf * 

und zwar erhält man 8o die allgemeinsten ^, , Ihre Dimension ist 

A = -^^), wo Dabei otttspreehsn 

stets erlaubten Wertepaaren erlaubte ^. 

Die fj, sind in der jf- Ebene nur an den w Stellen verzweigt, 
bei einem gescblüsseoen Umlaufe von z^, gehen die ^ über in 
tt ttii + ßti, + wo — <»ne Einbeitswunel ist. Bei 

ümlKufeii um die finden Besonderheiten statt Oft ist es nach Jtiemann 

y . — zu benützen, die sich unimodulur substituieren. Übrigens eut- 

sprechen hier erlaubten nicht immer erlaubte Zj, Z^. Die einzelne 

Form Z der Schar AZ^ + .B^ deeki sieh mit der iJUematmsehm 
P-FmMioiir, 

Die polymorphen Formen einer linearen Schar befriedigen eine lineare 
Differentialgleichung 2. Ordnung 17^. Durch zw^eiraalipe Differfntiatinn 
von Z = AZ^ + BZf und Elimination der A, B gewinnt man für die l'orm 
Z eine Differentialgleichung der Fom: Z" B{z) Z 0, wo B{z) eine 
gewisse rational Funktion von jr ist. Die Funktion H='ZO(z), wo (P(z) 
eine geeignete Fimktion von f ist. fiUirt zur i^worjmcben Differential- 
gleichung der hTperppojnetriwhen Reihe (§ 1 7). 

Geht mau uumnehr zu den polymorphen Formen und ihrer Schar 
f Ati + Btt über, so Uuft die Ausfibnng von 8: irf — + hz^^ ft cfi 
+ (/^j nur auf eine andere Auswahl der Ilauptfunktionen hinaus; die < ;1 • h- 
berechtigung der letzteren hat also zur Folge, daß die Theorie der 
gegenüber den S den Charakter der Invarianz besitzt Es wird sonüt 
mSglich sein, die Differentialgleidiung für f doreh kovariante Bildungen 
(Obezmdiiebnngen) denustellai (§ 18). Hietbei ist die VhertiMmmg 
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für swei beliebige, algebraische, oder transcendente IVwiDeii 9>, ^ su ev^ 
Ulren durdi: 

Die Differentialgleicfanng fttr / nimmt dum die GeiBialt ao: 

(f.«).+(/'.«')i+(rt«)o-o, 

becilglicb deren man die vorbereitenden Bntwiekelnngen von Hilbert, Pick, 
Klein und Waelscb Teigleicbe. 

Von hier aus lassen sich für polymorijlH- Formen Pof tMr/.rt'ilienpnt- 
wirkelungeu nach wie auch bestimmte lotegrale aufst+^Uen. Es wird Jas 
l'ör deu niedersten Fall « = 3, der sich mit der Lehre von den hyjwr- 
geometriflehen Beibea deckt, ansgeflkhii (§ 19, 30). 

Die Theorie der Poincarescheu H«ihen (Kap. KI) stützt ndt im 
wesentlichen auf Poincare selbst, knüpft indessen vielfach gleich an ein 
automorphes Gebilde von beliebigem Geschlecht p an. Bei einer eindeutigen 
antomorpben Fonn tp^ (^^ , (für die also d ganzzahlig ist) wird die Mn- 
deuUffheit wask für beUebiges p dadurch definiert, daß der HnltipUkator 
gegenüber einer U von dor Anzahl des Weges unabhängig ist. Dann gilt, 
wie trühtir, der wichtige Satz, daii, wenn (if zu £7^, zu gehört, sowohl 
zu U^y alü zu £/j i7| der Multiplikator fi^fi^ gehört. 

Ist JBT^ ((|« £|) eine bomogene rationale Fuidition der Dimension ti| ao 
wird als Potf»car«'scbe Beäte angesetit (§. 1): 

smnmiert Uber alle Vf^ V4m F. Von den Polen von soll keiner mit 

einem Greuzpiuikte von r nuammenfallen. 

Es handelt sich vor allem um den Nachweis der absoluten und gleich- 
mäßigen Konvergenz obiger Reihe in der Umgebung einer beliebigen Stelle ^ 
▼on N (wenn man von einer endlichen Anzahl von Gliedern, die in ^ polar 
tmstetig werden, absiebt). Ist dieser Nadiweis einmal erbracht, so ist leidit 
zu zeigen, daß die Reihe eine eindeutige automorphe Form tp^ bei vor- 
geschrieben em Multiplikator«5ystem M ntid gegebener Dimension d liefert. 

Will man die Reihe in uicbt kumuguntü' Uestalt verwenden, so setze mau: 

dann geht f^JXu in* 

SU summieren Aber alle der nicht hmmogenen Gruppe P, Von hier 
ans gelangt mau durch Weglassung von durch Spezialisierung für ein 
gerades t} -= — 2 m und fttr das Moltiplikatorgystem » 1 snr Poincar4- 

schen 0- Funktion 



Um 
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Ant der DefinitioD ip(p/\ ^'^) = 9>(t:^, t,) folgt soforti 

südaß ^((;) gigcDülx'i r, ni(ht absolut invarianl ist, sondern einen von i 
abhängigen Faktor aunitnuit (§ 1). 

Fftr die Konveiigetix der Beibe für ^»^(^p tf) werden sw«i Beweiae g«- 
gelM«, entsprechend den beiden von Poincare selbst für Hauptki-eisgnippeB 
Angewandten Methoden; übrigens sollen alle 'fi^' den Wert 1 liaben. 

Im ersten Beweise wird, was erlaubt ist, vorausgesetzt, daü das Netz A 
weuigsteiis eine Grenzkurve beeitst. Da die KouTergens nnabhingig von 
einer linearen Transformatioil TOn y resp. i:^ ^, ist, darf man den Punkt 
t = oo außerhalb N annehmen. Es handelt sich dann fUr «ne Stelle 
innerhalb iV um die Konvergenz der B«ihe: ^ 

Znvflrdent wird geseigt, dafi die |Jf(t<^)) eine angebbare endUciie 

Größe nicht überschreiten. Dadurdi wird die Frage auf eine einfachere 
Reihe reduziort, und deren Konvergenz stützt sich auf die geometrische 
Tatsache, d&ü man, den einzelnen Gliedern der Beihe entsprechend, am 
«ne gewisse unendliche Antabl Ton Teilbereichen, die niebt mitraumder 
kollidieren, herausgreifen kann, dafi also die Summe ihrer Inbalte eine 
endliche ist. Dies findet zunächst fUr d ~ ~ et ^ — 4 statt , nm so mehr 
aber fUr > 4. Innerhalb N findet somit für jedes gauzzahlige d ^ — 4 
unbedingte und gleichm&fiige Beihenkonvergenz statt (§ 2). Das Yerhalten 
der Beihe in den panboUsdiien Bpitien der Polygone bedarf dner «tgiasenden 
Untersuohuup. Tn einer solchen Spitze darf die Reihe keinen wesentlich 
»iuf.ril!!n>)i i'uukt aufwoiäen; die Hr-ihe stellt alnilann eine automorphe Fomi 
dar, aie daselbst immer einen Nuüpuiikt besitzt. Bei unbedingter Kouvergenz 
der Reihe gilt das aneh noch in den FiUen 4^ — 8 und 2 (§ 8). Die 
Reihen mit d >« — 2 sind bereits mehrfach nntersoeht worden. Daa Nett S 
darf dann keine Greuyknrve besitzen 

Bei demjenigen ilauptkreisgruppen, die ein Aber die ganze Ebene aus- 
gebreitetes Nete N besitien, sind die Reiben flberall in If nnbediugt und 
gleichmäßig konvergent (§ 5). 

Auch bei gewissen (Sruppen ohne Haiiptkreis gilt die Konverfeiix 
(§ 6). E<; ist wahrst heinlich, daß jene Reihen noch bei weit mehr Gruppen 
konvergent sein werduu. 

Fflr den Hauptkreisfall wird naoh Poincar^ eine aw^te KonTCigenx- 
untersuchung vorgeführt (§ 7). Hierbei ist von Bedeutung, daß nicht nur 
das Argument f, sondeni auch die Moduln der Gruppe V als variabel an- 
gesehen werden. Ein einzelnes Gebilde dieses „Kontinuums^^ kann durch 
ein System reeller „Jtfodwin" j|, . . ., -eindeutig dargestellt werden, zwischen 
denen sowohl gewisse Gleichungen wie üngleicbungen bestehen. Umgekehrt 
gt'hürt y.u «'Inem einzelnen Modulsystem eine ganze „Klasse äquivalenter 
Gruppen ". Die fi-ühere Theorie der Diskontinuitätsbereiche liefert das wesent- 
liche Beweismittel, daß Jeder stetigen Abänderung der Moduln eine sMige 
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AbSttderoiig des Pandammtalbereitihes eotspriobi. Dm widitigste Moment 

des BeweiflM ist aber nach Poinear«^ die Einführung der hyperbolischen 
Maßbestimmunp für das lunere des Hauptkrt-isos, boi der dc-sseii Punkte 
die Rolle der unendlich fernen Elemente spielen. Man kann dann wiederum 
im Iim«ni önw Kreises you angebbftrsm endUciwu Badins den CHiedem 
der Beihe nirgend mit einander kollidierende Teilbereiche zuordnen, so dafi 

also, wit» beim ersten Beweise die Summe der euklidiscben Inhalte, jetzt 
die Summe der liyperbolisclieu Inhalte jener Bereiche eine endliche ist. 
Damit läßt sich aber die iieihe unter eine konvergente geometrische Reihe 
herunterdrfidran. 

So ergibt sich, daß die Poinoarescheu Reihen der Dimennon 
d •< — 2 für alle Hauptkreisgruppen F in der Umgebung der repräsentierenden 
Gruppe \md für alle Punkte ^ in der Umgebung eium Aniangswertes ^ 
unbedingt und gldichmftfiig konvergieren. DitfcUftoft die ganze Familie 
▼on HauptkreiägruppcQ, so ändern sich auch die ./^«braiseke» Jfodkln^ 
des automorphen (iebildes stetig, d. s. einmal die Riema uns eben Klassen- 
modulu des zugehörigen algebraischen Gebildes, sodann die absoluten In- 
varianten der den festen Poljgoneckeu entsprechenden Stellen des Gebildes. 

Die weitmre üatenniclumg dreht sieh um die Bedingung der Möglichkeit, 
daß die oben konstmierte, eine automorphe Form der Dimension d und 
des Multiplikatorsystems M darstellende IJoihe identisch verschwindet (§ 8) 
(was in Folge Uueaier Identitäten zwischen einer Anzahl automorpher 
Von«» einftreten kann). IHei findet indessen sicher nicht statt, wenn die 
Beilie im Fondamentalbereidie wenigstens emen Pol besitct 

Um daher zu entscheiden, wann eine beliebig gewählte automorphe 
Form tp^ zulässiger Dimension d (und mit Nullpunkton in den paraboHsehen 
Spitzen) durch eine Poincaresche Reihe darstellbar ist, werden die ein- 
poligen Reihen in den Hittelpmikt der üntersoehvng gestellt (§ 9), wobei 
gleich GebUde eines beliebigen Geschlechtes p zu Grunde gelegt werden. 

Der beliebig in N vorgeschriebene Pol sei | t ^j, 

Es besitze N zunächst mindestens eine Greuzkurve. Ist dann Hd + 1 (f„ f,) 
eine rationale Form, dessen Pole aufserhalb N liegen, so wird durch 

^ för d < — 4 eine einpolige Reihe der gewünschten 

Art geliefert; am einfachsten wählt man ^114.1 als renproken Wert einer 

ganzen Form. Bedeekt da^'egen N die ganze J'-Ebeno, so bat IIj 4. 1 sicher 
Pole innerhalli N. Dann läÜt sieh aljer mit alleiniger Axisnahme des 
Falles d «" 2, Jtf = 1 — die Form U so bestinunen, dati sich eben diese Pole 
beim Bmnmieren der BeihengMeder gerade fortheben. Der Pol | darf auch in 
eine elliptischen Ecke rücken (§ 10). Um dagegen das Verhalten in para^ 
bolisohen Ecken zu erkennen, bedarf es der EinfBhm ng der EkMeniaFfwmm 

Ä(£,. die aus der obigen Beihe 

durch Zusatz des von f,, unabhängigen Faktors ~~ hervorgeht^ 

tid + HSi. 6t) 

Bei Annäherung an den Pol l trilt die Oren?.gleithung: lim|(t, |)Ä] = 1. 
Man gewinnt nun einen größeren Gesichtspunkt, indem man neben J",, S"^,, 
auch 1^, ^ als beucglidi in N ansieht: Als Funktion der ^ ist 12, abgeseLou 
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▼on gWwiflBeii Polen, überall in N eine stetige analytische Form der nicht- 

npgativpn Dimension d = — d — 2 und des inversen Multiplikatorsysf<»iiis' M. 
Nuumebr lllüt .sich di« Annäherung von 5 uii eine parabolische Öpitz«^ vertolgen 

(§ 12), indem für eine in der llnigehnnp derselben gleiilinviBiL' kon- 

vergeute, nach Potenzen von <^ fortsclireitcnde Kutwicklung gev*, urun ii wird. 
t]bt man juizt eiuti Opeiution vuu i' auf die ^ aus, üu ätellt 

Sl in gawissen FlUlen auch in || eine automorphe Fom mit Jlf dar; 
ftar j» V 0 findet das dann und nur dann statt, wenn m — — 1 iib 

Indowen werden gerade die Fftll«, wo A in den £ nichi antomMph ilt| 
nach Poincare die wichtigsten. 

Hier läfit sich Uff wodurch Sl in Slf übergehe, so auswühlen, dat) 
Sl^ — Sl eine polfreie, nk^t iäenliKh wndnpmdmde Poincar^aehe Reihe 
wird, womit ein erstes Beispiel einer solchen Reihe gewonnen ist. 

Hieraus fol</t ffir ;) - 0, daß inun für jede.«; niüjrlidie d und 3f - — 
falls überhaupt ganzt; automorphe Formen mit Nullpunkten in den para- 
bolischen Spitzen existieren — stets nicht identisch verschwindende polfreie 
Poincar^ielie Bethen bilden kann (§ 13). 

Wie l&Bt sich nun eine beliebige automorphe Form dordi die A and 
dunit durch Poincar^sche Reihen darstellenV 14) 

Bei zunächst (für p =^ 0) eine negative Dimension d vorgelegt Eine 
zugiabüngi' (f^ tt) habe ein^H^ Pole. Man bilde 9a» entsprachenden 
Elementarformen 51^'^; dann lassen sich o Konsfante A^''> so aiiawBhlen, dafi 
— EA^'^^Sl^'^ polfrei %vird. Damit ist (fr, bis iiuf eine additive panze automor]ihe 
Form durch eine Poincaresche Reihe dargestellt. Analog lülit sich bei nicht 
negativer Dimension d <p^ durch die A als Fonnen der 4,, |, ausdrücken. 

So mfpht mek durch Zimammenfaaaimg der ftmdamentale Sata, dafi 
jede in etwaigen parabolischen Spitzen verschwindende ganze automorphe 
Form von F durch eine Poincaresche Reihe dar>;teHbftr ist. Historisch 
wird bemerkt, daß die Sl in nicht homogener Gestalt bei Poincare als 
fjff^meiU simple* anftrelen. Bitter hat sie dann formenfheontisoh durdi- 
gebildet» und seine Theorie haben die Verfasser Tereinfiidit und weiter entwickelt. 

Das vierte Kapitel ist Ausdehnungen auf ein beliebiges Geschlecht p 
gewidmet. Eine er?te Haupt«chwieripfkeit liegt hier in der Herstellung 
einer Pnmtorm. Eine zu einem algebraischen Gebilde des Geschlechtes p 
gehörige f0>werlage FnafctiOD » werde auf der Biemannsohen Flftche 
stodiart Die Grenien wie die Parameter |, q des ifcnmilMi/^^ra/s 

8. Gattung TTf'H werden je durch eine Linie X, A verbanden, die als 
IntegratLonsbahn«! dienen. TT laftt sich dann in die bomogeiie Gestalt 

t' i' w \ • -' , . 

des Doppelintegrals setzen: j J ij^y^^) (* 1 j> * t'unktioa 

TOB g und 70n s' eine algebraische Funktion des Gebildes ist 

Die Kleinsehe Mm form K («, y) ist definiert dnrdi: JT («^ y) « 

Y — dx) {if, dtf) e (lim da; = 0, dtf = 0); man hat 

n' " -» lg Ritter konstruiert daraus die Primform F(s,e)i 
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P {M, e) - JC (IT, e)y ^^^^ OCH) Jg(>,^ ■ 00,) * die wi d«n ün- 
«ndliafakeitailelleB 00| je «inen Fol 1. Oidnung bentrt, Ton der DimeiiBiOB 
^ istf UmviU atetig ist» und nur an der «neu iriUkflrUeben Stelle e einen 

Nullpunkt ftufweisfe. Nicht nur die Periodizititeeigenschaften dieser 

Jtitier^chnt Primform sind besonders einfach, sondern auch ihr Verhalten 
(sogar das von \gF\2,e]) gegenüber L'eschiosseiieii Umläufen der .Stelle x. 
Sodann werden die polymorplieu Formen untersucht, f = /'(*) ist 

auf JP» eine polymorphe Funktion; die Formen Zj— i^*^^^» ^ °^ ^'T^^^ 

des Kap IT substituieren sich bei TTmläufen von e onimodnlar, genügen 
aber noch nicht der Fordenmg, bei beliebigen Wegen stets „erlaubte'^ Werte- 
pMM iu man. 

Das Differential de hat an jeder Stelle oo von F„ einen Pol 2. Ord- 
nung, und in jedem Ä:^-bUlttrigon Vrrzweigungspunkt v^ einen Nullpunkt der 
Ordnung - l). Die davon herrührenden gemeinsamen Pole und Null- 
punkte ¥on Z^, sind als zufällige wieder zu entfernen. Man fühi'e 
dabnr anstatt 4g das „lAerall endMie und nicht Yersohwindende" Differential 
<f«j, von der Dimension 2 — 2p ein: dw, ~ (s» : i*(s» «i)*»*"' * * •* 

Dann gewinnt man (§ 3) in 

zwei Formen der Dimension 1 — p, deren QttoHent f ist, und die hei er- 
laubten e^j r, Siefs nur erlaubte Werte annehmen. Dabei hatte in e^ nach 

Kap. I einen Pol der Ordnung ^1 — Fflr J) » 0 gehen jene Formen 

in die von Kap. II über. 

Der Quotient h- = ^ reprodnaiert sieh gegenfiher UmlftuGan von $ bis 

auf einen von s^, r, unabhängigen Faktor und stdlt nadi Bitter eine 
muUiplifcntlvc Form dar. Daher substituieren sich »j, nunmehr mit einOT 
— flü: jeden Umlauf konstanten — Determinante t^. 

Will man ^ auf die allgemeinste Art in zwei polymorphe Formen mit 
den obigen EigiMuohaften spalten, so hat man den Ausdrücken Ar ti% £t 
noch einen Exponentialfaktor c^o + '"i^''i+ +'~p'^^'p hinzuzufügen, wo die W ein 
System vou überall auf endUcben Nonualintegralen bilden und die c 
aibiträra Konstante sind (§3). 

Die Funktion tie) genügte (Kap. I) einer Dtfierentialgleidmng 8. Ord- 
nung [(],"° r), wo der Schwarzsehe Differenüalausdruck war, R 
eine gewi.<!se auf F^^ algebraische Funktion. Bestimmt man die Wertigkeit, 
d. i die Anzahl der Pole von j^j;],, so ergibt sich mittels einer bekannten 
Zusaaunenhangarelation die Ansahl der ooeessortseikeH Parameter in der Diffb- 
rentialgleichimg, d. i. der durch die Pole und die hei ir — oo gelegenen 
Nullpunkte von 7? noch rifhf bestimmten, zu n -f- Sj? — 3. 

Für die polymorphen Formen ergiiben sich in Kap. II lineare DiftVrf utial- 
gleichungeu 2. Ordnung, die mau in invariante Gestalt setzen konnte. Das 
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finclet ebenso f&r beliebigee p statt und wird an 3 dunkteiutiMheii Typen 

eiplicite durchgeführt. 

Es handflt sU'h uuimiehr um die Darstellung alU-r unverzweigten 
antoniorphbu Foiiutja V^C^n fj) von F durch Prim- uüd iiiuudtormeii. 
Nahm eine tp^ (Kap. II) gegenttber einer homogenen unimodolaren Snbsti- 
tution TOn F einen konstanten Faktor p an, so erweitert sidi diesor bei 
der obigen nicbt-uniuiodularen Substitution xn fit'*. Dies erm?5plieht die Bc- 
nutzung der ^j, des § 3 als Argumente; <p^ wird dann eine auf 
nmitiiiUkaliTe Form, die frei von wesentUcb aingalftren Stellen nnd nur an 
den fi Stellen verzweigt ist. Aber auch umgekehrt liefert irgend eine, 
wi»' 9»,, TPmvoigfp inultiplikative Fin-iii auf jP^ als Funktion der {|f ^ eine 
unverzweigte automorphe Form von /'. 

Daraufhin lassen sich die q>^ in aUgeineinster Weise durch Priniformen 
auadrOeken undsoTöUigübenehen. EineFkimfonn^,» ^•+^ * ' • ^pP(g^x) 
ist, wie für p — 0 (Kap. IT), i-ine unverzweigte polfreie Fomi mit nur eitifin 
Nullpunkt 1. Ordnung, die als „Gmudform" filr dliptisehe und parabolische 
Kckcn noch geeignet zu modilizieren ist. Dumi but uiau 

und unigpkehi-t liefert ein Ausdiuck TOn dw Oostalt der reebten Seite stets 
eine tirivcr/Avcigle qp,, f§ 5). 

Eiuu nudeuligc <p^ (Kap. 11 j i.st auch jetzt eine solche, für die der 
Faktor ^ (gegenüber einer Substitution Ü) von der Wabl des Weges un- 
abhängig ist. DiMi Relationen zwischen den n-\'%p E^ieugenden von /' 
korrespondieren Gleichungen zwischen den n „VerzirnfjiingsmidüpUkatorcn'' 
und 2p „PerioäemmätiplikaloreH". Wie in Kap. III zeigt sich, wie zu jedem 
tiieoretiscb mflgUchen Hnltiplikatorsystnn M von F und en jeder IHmen- 
sion d eindeutige automorphe Formen gebOren (§ 7). 

Unter den eigentlich automorphen Formen iiiti S») sind die „ganzen" 
<P_ , wichtig. In W(t)^ J0. , (l dt) gewinnt man ein znm automorphen 
Gebilde gehörendes Integral 1. Gattung, und umgekehrt. Mitbin gibt 
CS p linear unabhütigigc solcher (2^_s> 

„Allgemeiner gibt es fOr jede Form niobt* negativer Dimension 
mit J.Polen m-fs— linear unabhängige mit gleichen d und J/; 
a bedeutet «Ii«- An/alil linear nnabhfltiger <2>_2, die in den Nullpunkten 
einer dieser Formen zugleich verschwinden'* (§ 8). 

Dieser Sati t&Bi mA auf Grund der hh\jugictien Fonnen <p^^ i/;^, d. i. 
Bolchor mit inversen Systemen üf, M und snigebSrigen Dimensionen d 

— die Besiebtmgen des Kap. II bleiben au* h ji tzt im wesentlichen bestehen 

— weiter verfolgen. Hat tp,, 's Pole, so läüt sich e auch erklären als clit» 
Ansabl der linear unabhängigen zu 1^4 konjugierten Formen die in jenen 
8 Polm sugleiob verscbwinden. Damit gdit der obige Sats in_ den er- 
ve^ieHm Riemann'Boeh&c)n:n Saig über, der fflrrf — 0, Jf»l in 
den gewöhnlichen übeigelit (ij \}), Der Satz gestattet u. a. die Bestinunung 
der "Mindestanzabl tVci beweglirher Pole einer automorphen Form <jp^. Damit 
ist die Lehre der lornjeu qp^, wie der polymorphen Formen nach dem 
Vorgänge von Bitter bis SU einem gewissen Absdiluß gebracht 
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Es «rübiigt noch die Ausdehnimg der Poinoar^chett Beüien und 

Elernentarfomien des Kap. III auf beliebiges p. Die Konvcrgcnzbeweiae 
galten zwar für jedes p, waren aber an die Be"?chrllnkuug |u,. = 1 gebunden. 
Es sind daher zunächst nur unmuLüplikalive Formen 9^, d. 3. solche, 
für die alle Hnltiplikatoren dea Betrag 1 haben, durah Poincar^eehe 
Reihen darstellbar. Indessen l&ßt sich jede eindeutige 9^ durch Multi- 
plikation mit einem Faktor -I ^"";)^JP, wo die <■ eindeutig bestimmt 
sind, in eine unimultiplikatiTe verwandeln. Wie in Ivap. III wird be- 
ivieaen, daß bei allen ni(^Uchen — % nnd zugehörigen M polfreie, 
nidit identisch verschwindende Poinoar^sche Reihen ezistiereu. Bine 
Ausnahme bildet wieder der Fall d = — 2 , Jtf = 1 ; um auch diesen zu 
erledigen, werden die eigentlich automorphen zweipoligen Reihen der Dimen- 
sion — 2 herangezogen (§ 11), die zugleich zu Reihendarstellongen der 
Integrale der drei Gattungen nnd au ProdnktdarateDangein der Primfovmen 
ftbren. Es liegen hier Arbeiten von Riemann, Schottky, Weber, 
W. Burnside iw. Zu Gründe gelegt wird die in die und l^sjmmetriscbe 

NonnaJfoimV,({i,t,; !,,{,) =^2'(pr])i Das Integnd 

^(fi. 1. £e) iffc ^« Poincarische Reibe -^gz*, ^(^d) ^) 

darstellbar. Y als Ponktion von | ist ein einpoliges Integral 9. Gattung, 

dessen Perioden Formen 4>_, sind. In «/^(f, Sg) (tu ^) • U» '^^) 

(*) l W (0 ^ 
=s — lg ^} ^ J ^ ^^y* ensteht ein Integral 1. Gattung, wo der Iudex i 

einer geeigneten SnbBÜtation entspricht, und endüdi in Q{t, £»; ^ ^ 

/V . (£, dt) = yig i;^*;^^^»'^ ; ein Integral 3. Gattung mit den 

loi^thmisehen Polen | und |q. 

Von Q ans gelangt man zur Schoiihift^e» Primform K{^y — 

womit die Darstellung der 9?,^ durch unendliche Pro»1iiktf' f^rmöglicht wird. 
Schließlich liefern analoge Eulwickel uugeu, wie die lu ivap. III, die Be-* 
antwortong der Präge, welche (onimultipl^tiTen) Ponnen Ittr |>> 0 durch 
Poinc arische Reiben darstellbar sind; es sind das, wie zu erwarten war, 
genau die in den parabolischen Ecken verschwindenden. 

£s folgen noch Bemerkungen über die praktisdie Brauchbarkeit der 
anslytisehen Darstellimgen zur Berechnung der Punktionswerte automorpher 
und polymori)her Funktionen und Formen (§ 14). 

Eine eingehendere kritinche Würdigung des Buches behalten wir uns 
bis nach dem Erscheinen der zweiten Lieferung des Werkes vor, imd lassen 
vorderband die im Obigen skizzierten bisherigeu Ergebnisse ffir sich sprechen. 

Königsberg, i. Pr. W. Fr. Hbybr. 
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Oflnther, Siegmund. Astronomische Geogiiphte. Leqimg 1903, 

0. J. Göschen. 170 S Preis 0,80 Jt. 

Dieses trotz seines geruigeu Urofanges sehr reichhaltige Buch wird jedem 
förderlich sein, der auf dorn Gebiete der mathematischen Erdkunde eine erste 
Orientierung wflnadil Die beigegebenen bistoriMshen Notisen und das gute 
Register lassen es auch dem weiter Fortgeschrittenen nQtzlich erscheinen. 
Daß das engere Gebiet der Erdkunde in den letzten Kapiteln verlassen, 
die Entl'emung der Himmelskörper, die Weltsysteme, die Gesetze der Planeten- 
bewegung ond dis Onrntation^mts in semeo Anwendungen auf Himmel 
und Erde in die Betrachtung gesogen wird, raachen das Buch noch empfehlens- 
werter. l>agegen erscheint es nns nicht verstiindliih, warum der Verfasser 
den für die Bestimmuugeu der geographischen L&ogen ja den unumg&ngigen 
Ausgangspunkt bildenden Zeitbettimmungen keine Beoildtriefatigung hat zu teil 
werden lassen; «r erweckt jedem Anftnger den Schein, als ob die einsigen 
Zeitljeobachtungeu, die er anfiihi-t , iiümlich diejenigen mit der SonnenuhT) 
genügend »eiea, um den Gang eines Chronometers m kontrolieren < !). 

Charlottenburg. H. Samtek. 



£iuil6 Borel« Ije90]is sur ies söriee ä termes poaitifs. Gaathier-Yillars, 
Paris 1902. 

Das in der Übersohrift gemannte Weric ist in denelbMi geistvoUeo 

Weise geschrieben, wie die vorangehenden des Herrn Verfassers. Es ist 
aus zwanzig Vorlesungen entstanden, die derselbe an dem „College de PVance" 
in der Zeit 1900 — 1901 gehalten hat, und von einem der Zuhörer, Herrn 
d'Adb^mar, redigiert worden. Wie scAion aus der kursen Zahl der Yor> 
lesungen enichtlich ist, liegt e.s nicht in der Absicht von Herrn Borel, 
eine lunfassende und in sich abgeschlossene Theorie der unendlichen Reihen 
mit lauter positiven Gliedern zu geben; es wird vielmehr das Hauptgewicht 
dar&of gelegt, eine Anzahl besonders wichtiger Probleme Qber dieselben 
dem Leser Torsnftthren. 

Das Werk zerfällt in sechs Kapitel, deren wesenUioiier Inhalt knn 

folgendennaßeü dargestellt werden möge. 

Im ersten Kapitel werden vor allem die Bertrandscheu Eonvergenz- 
kritraiea in Becug auf ihre Bedeutung fSr die Beihenlefare untenmehi 
Herr Borel faßt seine Resultate in den Worten etwa susaminen „die 
Bertrandschen Kiiterien genügen nicht absolut, aber für den gegenwärtigen 
Staad der WiasenschaiV' — eine Anschauung, die angesichts der neuesten 
glllcMidien Entwicklung der KonTeigenzäieorie, ilttlNBMmdere durch ^e 
Arbeiten Ton Herm Pringsheim, als einwand£knu nicht bexeidmet werden 
kann. 

Das zweite Kapitel behandelt die Konvergenz und Diverrfeuz bestimmter 
Integrale. Es wird gezeigt, daß hier dieselben Schwiengkeileu vorliegen, 
wie bei den unendUehen Reihen. 

In beiden Kapiteln zeigt sich die Art des Wachsens von Funktionen 
von Bedeutung. Diese tlberaus wichtige und einschneidende Frag'« wird 
im dritten Kapitel besprochen. £s wird ein reguläres und irreguläres 
Wadtaen untersdiieden und auf das entere tiefer eingegangen. Yoo dieser 
Theorie werden im fünften Kapitd im AuBchlnft an neiMre Arbeiten da* 
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Herren Borel, Uadamard, le Boj und Poincare einige Anwendungen 
auf di« Theorie der Potenxrmhen gemacht, Anwendimgen, d«em Zweck es 
die Theorie der analytischen Funktionen, wie sie in DeatsoUaiid durch 
WfitTi^t.raß bpfTTiinrlf^t wurde, weiter fortzuführen. Es werden zon&chst 
ganze transcendente Funktionen nntersucht und Schlüsse aus der Art des 
Wadwens der KoefBaenira auf die Ali. des Waolueiui der Fimktion gemacht 
und umgekehrt. Sodann wird ein «odliclMr EomreigeiixradiiiB gewtUtlt und 
das Wachsen der Potenzrethen bei der Annihernng an einen wngnlfaen 
Punkt in Betracht gezogen. 

Das vierte und sechste Kapitel enthält ilhnliche Untersuchungen aus 
der Theorie der mehrfiMih nnendliehen Beilieii und der ^el&ehmi Integrale. 

Dreaden. H. Sjuübb. 



Oino Lorla. Le Mtenne eaatle nett* antioa Oieele. lihro IV. n 
peiiodo argenteo della geometria Greca. 78 p. libro V (ultimo) 
L*aritmetioa dei Greci. 182 p. Modena 1900 und 1902. Estratto 
del VoL ZU, Ser. II delle Memorie della R. Accademia di Scienze, 
Lettwe ed Arti di Modena. Seäone di Bdnnxe. 

War das 1. Buch von Loriae umfassendem Werice den Vorgängern 

Euklids, das 2. Buch dem euklidischen Jahrhundert als der goldenen Zat 
griechischer Geometrie, das .3. Buch den Schriftstellern gewidmet, deren 
Arbeiten in näherer oder entfernterer Beziehung zur Astronomie standen, 
80 emShlt das 4. Bndi von der nlhemen Zdt der griechisdien Geometrie, 
das 5. Buch von der griechischen Arithmetik. 

Im 1. Buche unterscheidet TIerr Loria wieder drei Gattunfrpn von 
Schriftstellern, solche, welche ihre Aufgabe in der AusfEÜlung von Lücken 
sahen, über die der Eilschritt des goldenen Zeitalters hinausgestürmt war, 
solche, welche als Knnmentatonn ihrer Vorgänger im mafiiemalasöhen Sinne 
erscheinen, .solche endlich, welclii«, niit Philosophie imd Methodik vertraut, 
ihre Vorgänger nach dieser Seite hin zu ergänzen und zu vervollkommnen 
suchten. Freilich ist es mit solchen Unterscheidungen einigermaßen übel 
heetelli Die nach «nander lebenden SdirifMeller halten ^h nieht an die 
ihnen programmgemlB zufallende TBüi^eit, und so gehörte B. Gomisos, 
der erste, von welchem die Rede ist, vnrzuffrweise der dritten Gruppe an; 
Theon von Smyma, als zweiter behandelt, scheint unserem Dafürhalten nach 
besser dem 5. Buche Torbehslten, wo er auch tatsächlich wieder auftritt: 
erst der dritte Pappos erscheint an systematiscli berecbtigter Stdle. Herr 
Loria hat die Sammlungen des Pappos mit der gaiizen Ausführlichkeit 
dargestellt, die ihnen gebührt, hat dabei in Anmerkungen auf Beziehungen 
zu neueren und neusten Forschungen hingewiesen. Nun kommen die üeu- 
Platomker an die Beihe, insbesondere Proklos. Die wiektige Frage, ob 
Froklos die Ton ihm gegebene Zusage, auch spHtare Bücher des Euklid 
zu erlilutem. erfüllt habe oder nicht, berührt Herr Loria selbstverständlich, 
weiß aber auch keine bestinunte Antwort zu erteilen. Eutokios folgt und 
am Schlüsse nodi Serenos. Nicht als ob die Lebensieit des Serenos von 
Antinoeia su spät angesetzt werden müßte, den Ausschlag gab vielmehr der 
Umstand, daß die IiebenssMit dieses Mathematikers eine so sehr unbestimm- 
bare ist. 
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Dm 5. Bvch erzählt, wie wir oben sagten, von der griediiscben Arith- 
metik und wird dieser Aufgabe in 6 Kapiteln gerecht, deren Überschriften 

folgende sind; I. Die griechische Logistik. II. Die Arithmetik in der Schule 
fips PythafToras. III. Die Arithmetik in der Akademie. IV. Neu-Pythagorccr 
und Neu-Piatoniker. V. Diophant. VI. Aritkraetische Scherzaui'gaben der 
Gliediett. Die Überschriften der Kapitel lassen beirnts erkennen, daB, wie 
das ganze 5. Buch aus dem Rahmen chronologischer Begrenzung heraustritt, 
auch die einzelnen Kapitel dem I/«8er Zeitsprflnge diirch die verschiedensten 
Jahrhunderte keineswegs ersparen. Es ist fast überflüssig, besonders zu 
betonoBt dftft Herr Loria auch in dem 5. Buche, wie in dem 4., wie in den 
▼oriicrgehenden, mit größtem Fleifie alle Torliaiidfliien Vorarbeiten bis zu 
den neusten zu.sammcnzustiehen und zu verwerten gewußt hat. Er hat damit 
ein Nachschlagebuc'h geschaffen, welches man gern benutzen wird, und in 
welchem man bezüglich der zahlreichen noch inuner offenen Streitfragen 
wen%fteBS die «inasder entgegenstehenden IfoiBungen angefllhrt finden wird 
nebst der Angabe dojenigen Schriften, welche die eine oder die andere 
Meinimg zu verteidigen sich bestreben. 

Heidelberg. M. Cajjtou. 



H. Kayser. Ijclirbuch der Physik für Studierende. Dritt" vprh'^'j^or+p 
Auflage, gr. ö. X u. 684 S. mit 336 Abbildungen, Stuttgart iüUU, 
Ferdinand Enke. 

XTnier den Werken, die sich in herrorragendem Maße dasn eignen, 

den Anfänger in die physikulischt^ Wis.spii.schaff einzuführen, steht das 
Kayserscbe Lehrbueh in dor vordersten Kcihe. Dasselbe zeichnet sich zu- 
nächst durch die Art der DarsteUong aus, in welcher sich strengste Präzision 
mit emer geffilligai Form des AnsAraeks vereinigt 

Die Anordnimg des gesamten Stoffes stimmt mit der üblichen Methodik 
überein. In sieben Abschnitten werden die Mechanik, die allgemeine Physik 
der Ponderabilien, die Lehre von der Wärme, Wellenbewegung und Akustik, 
IfognettsmiiB, Elektririiftt nnd endlich die Optik behandelt Li einem be- 
sonderen Schlußkapitel der Optik werden die Beziehungen zwischen Licht, 
Elektri/itiit und Magnetismus auseinandergesetzt.. Die jüngste, dritte Auflage 
ist wieder durch Aufnahme einiger neuen Forschungsergebnisse, namentlich 
auf dem Gebiete der physikalischen Chemie und der Elektrizit&t erweitert 
worden. 

Wie in den meisten Lehrbüchern der Physik, so wird anoh in dem 
vorliegenden die Wärmestrahlung zum Teil in der Wärmelehre, zum Teil 
in der Optik besprochen. Dieses Verfahren hat aber zur Folge, daß eng 
zusammengehörige Dinge aneeinandetgeriesen und Wiedetbolungen unver- 
meidlich werden. Zweckmäßiger wäre es daher, das ebengenannte Kapitel 
in Zukunft vollständig in die Optilc fuifzunehraen , so daß die Lehre von 
der Strahlimg in größerer Einheitlichkeit behandelt werden könnte. Die 
diesbezüglichen Abschnitte des Kaysersdien Boches lassen auch in den 
Eunelheiten einige AbHnderungen wOnsebenswert erscbMnen. So sollte ni«^ 
verschwiegen werden, daß das Stefansche Gesetz mir fiir den absolut 
schwarzen Körper strenge Gültigkeit besitzt. Dagegen könnte das sogenannte 
Drap er sehe Gesetz, welches, wi« man weiß, den Tatsachen keineswegs ent- 
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apricbt, und sr ino (»( kannte — fehlerhafte — Ablflitung gänzlich fortgelassen 
wrrdoti. Pio Daten ühpr Strahlenabsrv-]^tion w;i»on T^f^ssfr 5:01(11011 Arbeiten der 
neueren Literatur zu entnehmen, aus deneu sich erkennen läßt, aui welche 
Spektnlgebiete sieb die beireffenden Ifossiingen beziehen. frrHlinlieb ist die 
Angabe: „Hartgommi läßt größere Wellen als TOOftfi vollständig hindnrcb**. 
Xirlit pnnz cinwandsfrei sind die Auseinander^otzunpfn über die Eigenschaften 
der Funktion c ( Emission des absolut schwarztm KürpcrsY Nur wpnn die 
Temperatur bis auf den absuluteu Nullpunkt bttrabgesunken ist — dann 
aber fOr sAmtlidie WeUenUtogen — wird e gleidi Nnll. üm den Aniteger 
die Wesensgleichhcit zwischen Liobt und strahlender Wärrae recht eindring- 
lich vor Augen zu fflhren, sollte noch ausdrnrklich betont werden, daß auch 
die dem sichtbaren and ultravioletten äpektriim angehörende Strahlongsenergie 
sieb dnr^ Absorption yottstSnd^ in Wirme verwandebi lasse. 

In dem Abschnitte über Elektrizität werden die absolnteik IfaBeinlieitea 
erst i' iTi ' /.um Schlussi' bcspiurben. Ist auch die an jenem Orte gegehene 
Zusaiumcuätellung recbt Übersichtlich, so erscheint es doch unzweckmäßig, 
bei der Darstellung der elektrisehen Erohdnungen in den vorhergehenden 
Kapiteln durchweg die veratteten Einheiten — Jacobi, Siemens, Daniell 
— heizubehaltpu . 

Aus der Hertz. sehen Abhandlung „über die Ausbreitungsgeschwindig- 
koit der elektrodynamischen Wirkungen'^, in welcher die Geschwindigkeit 
elektrisdier Wellen, die sieb Bogs Dithtes ausbrnten, bestimmt wurde, ist 
vom Verfasser d^ Angabc entnommea, daß die Fortpfianzongsgeschwindig- 
keit der S« hwingungen lioher Frequenz „im" Kupfer 200 000 km 'sec betrage. 
Bekanntlich hat aber Hertz selbst dieses Bebobachtungsresoltat später alü 
fehlerbalt erUlbt und die weiteren üntersoohiuigen yon Sarasin und 
de la Rive u. a. haben — in Übereinstimmung mit den Forderungen der 
Theorie — die fileii lilieit der Geeehwindigkeitsö an Drähten und in freier 
Luft 1 300 ( »0(1 kmy'sec) erwiejsen. 

Aiu Schlüsse der Besprechung der Hertzschen Versuche bemerkt der 
Verfasse, daft »unsere Kenntnisse Aber das ^esen der Elekfariiitilt bisber 
noch gleich NnD" sind. Beferent vermag den erkenntnistheoretischen Stand- 
punkt, der in diesem Satze zum Ausdruck kommt, nicht zu teilen. Mach 
hat gelegentlich auf jene Bemerkung, die ja sehr häufig in der Literatur 
ta finden ist, die Antwort gegeben: „Was denn soll die Blektriadtit anderes 
sein, als der Inbegriff der betreffenden zusammengehörigen Tatsachen?** 
Fürwabr, nn^ier Wissen ist aiii dem Felde der elektrischen Phänomene im 
Grunde keineswegs anders geartet als auf irgend einem der übrigen Er- 
scheinungsgebiete. — 

Es sei nodi gestattet, auf einige Ueine IrrtOmer aufinerlcsam zu machen, 
die in einer späteren Auflage des Buches zu berichtigen wären. Die elek- 
tromotorische Kruft des Clark -Elementes i.st mit 1,07 Daniell zu niedrig 
angegeben worden; sie beträgt in Wahrheit 1,28 Daniell = 1,433 Volt. Die 
ganze WellenlSnge der elektrischen OsciUi^nen, mit denen Hertz in seinen 
berühmten Versuchen gearbeitet hat, betrug 66 cm, nicht 33 cm. Der Name 
Oersted ist ebne t zu schreiben, wttbrend der ErKnder der Influeniimasehine, 
Holtz, aui diesen Buchstaben Anspruch erheben darf. 

Die LektOre des vorliegenden Werkes setzt keine Kenntnis hOherer 
Mathematik Toraus; elementannathemstisohe Ebtwiokelungen werden dagegen 
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Tlfil&ch herangezogen, wo dieselben zor Vertiefung de» Verständnisses 
wfscnnii}' hpitragen. Dieser Verzicht auf tunlichste Besrhränkitng dfs 
mathematischen Aasdrucksmittels, wie sie in der Mehrzahl der elementaren 
Kompendien geübt zn werden pflegt, kommt auch der Beichhaltigkeit des 
dargebotenen Stoffes eibeblidi so süttm. So findet man s. B. — um nur 
einen Punkt lieranszufn-eifcn im Anschluß an dif Haiipt.«;Utze der kineti- 
schf^n (lastheoric die Ableitung' der van der Waalssclien Zustandsgleichung. 
Mit Ilecht werden insbesondere auch die Erscheinungen der Interferenz und 
Polarisation des lichtes an der Hand der Sohwingungsformeln erlintert 
Gerade diesen FlAwmM»en fogenfiber verlülft eina nin exi^enmentelle Be- 
bandlnng erfahmngsgemBB nur zu einem sehr mftnj»eIhatVn Verständnis, 
wahrend die nachtarägliühe Bekanntschaft mit der mathematischen Theorie 
dann wie eine Offenbarung xn wirken pflegt 

Maßte auch in den vorhagehenden Bemerkungen auf einige Mängel 
des Baches hingewiesen werden, so }»etrafen dieselben doch nur Einzelheiten: 
der Gesamteindnick bleibt ein vorzüglicher. Dasselbe kann daber allen denen, 
die in das Gebiet der Physik einzudringen wünschen, als ein zuverlässiger 
Führer aufs wirmste empfehlen wanden. Durch das Stodium dieses Werkes 
wird der ernste Leser sich nicht allein mit dem dargebotenen Stoflfe vertraut 
machen, sondern auch eine strenge Soholnng seines physikalischen Denkens 
erfahren. 

Berlin. E. Abchkinass. 

H. Andoyer. Tb^oria d« U Imdb, 86 8. Paris, C. Naud. 1909. 

Die vorliegende Schrift behandelt die mathematiadie Theorie der Mond- 

bewegung. Das Buch bildet den siebzehnten Band der mathematisi'h-physi- 
kalischcn Serie in der Sammlung von Monographien, welche unter dem 
Gesamttitel „Scientia" im Verlage von C. Naud in Paria erscheint Der 
Yetftsser entwiekelt in sedis Kapitdn die aUgenieinen CHeiolrangNi des 
Problems; von einer Speaalittening derselben behub Berechnimg von Uond- 
tafohi wird abges^en. 

Berlin. £. AsoujUN^isa. 
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1. Aol^beii und Lelmatie. Lobod^, 

80. B«k&imt1ich kann man das cinschali^ HffpoMoid und dM Jl|jper' 
holischf Parahdoid auf Tvrc'i Artfln darcb Bewegung einer Geraflen crzetipen. 
Fragt man umgekehrt nach den Flächen^ die zwei ScJiaren erzeugender 
Geraden hegUzen, so liegt folgender Ansatz nahe. W&hlt man als die eine 
GanBadie Koordinate die von irgtiid «iaer Karre ab geiUiUe linge « ant 
den pry.eugenden Geraden der ersten Schar, so sind die Cartesischen Ko- 
ordinaten X, r (fange lineare Funktionen von u. Besitzt die Fläche zwei 
Scharen en&eugender Geraden, so werden also, wenn v die auf den Geraden 
dar iweiteii Sdiar gtaaUte LSnga beieiebiie^ », z gatm Zineare Y'mildaoiiea 
fowolü Ton « al» anoh v werdan, inH^ hat naa: 

3f — tfjtn» + i^i« + «i» + rf, , 

Bieraos folgt: 

Uff — + l^y + + *i , 

sodaß die Gleichung der gesuchten Fläche lautet: 

Diese Gleichung stellt aber angenscheinlic^h nur hfperbollnchf Paraboloide dar, 
und die eimchaUgen Sffperboloide sind nicht erhalten worden. Folglich mufi 
flin Fählar begangen räden Min. Wo deckt der FeKktf 

KiaL P. BtIokbl. 



81. Etant donnee nno ellipse d'axes 2a et 2h, si on consifln-^ tous les 
rajODH vectenrs focaux joignant un point M de l'ellipse ä Tim de ses tuyers 
F, les perpendienlaireB Üent» en Jf k MF «nvaloppant nne ooorbe*) ajant 

pour aire *^ (3&* — a') . 

Constantinople. £. N. Babisiei^. 

1) Gelte oonrbe eei Tantipodaire de TelUpie ptr xappovt ^ Tim de tm ftyen. 
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88« Etut doan^ vne IcnmiBcale de Bsrnoulli de oentre 0 et de 

sommcts S et S', par un point M quelc-onque (\o la conrbf^ on mene deax 
droitcs inclinees a 45" sur OM. C(>i> droites rt'ncontrent l axe en A et B. 
Montrer t^ue les points A ei Ii variablen sout coujugue» harmooiciu^ par 
rapport aux points fixes 8 et S'.*} 

CosstMituMiple. E. N. Baruibk. 



88. Zieht man dvrdi den Lemoinesehen Punkt (£) gegen eine jede 

der Drr irclvsseiten zwei unter demselben Winkel («) geneigte Geraden, so 
liegen die Rcltnittpunkte dieser Geraden mit den betreffenden Seiten auf 
einem Kegelschnitt [k). 

YerllDgert man die zwei zur Seite a gehörigen Geraden, Ina die eine 
b, die andere c schneidet und ebenso für die beiden anderen Paare, so be- 
kommt man sechs Scliisittpunkte, welche auf einem Kej.'r1^'f !iTuft (/.') liegen. 

Wird der Winkel a> — 0, so geht der zugehörige Kegeiachuitt (A') in 
den 1. Lemoinesehen Kreis Aber. 

ZieU man auf dieselbe Weise aus K gegen eine jede Seite des Höhen* 
fußpunktendreiceks zwei unter dem Winkel w peneigte Oeraden und hestimmt 
wie früher die zwei Gruppen der Schnittpunkte auf den S^it«", des ursprüng- 
lichen Dreiecks, so liegt eine jede Gruppe solcher Punlite auf einem Kegel- 
sebnitt [A] und [k']. Fflr « — 0 fiOlt der Kegelschnitt [k'] in den 
2. Lemoinesehen Kreis. 

Agram. 0. Majobm. 



84. Tiewünscht wird ein rein geometriNr):f.r Beweis für den Satz: Zieht 
man durch die Eckpunkte A und B eines Dreieckes ABC nach innen zwei 
sich in P schneidende Strahlen, die mit ii (7 und BO gleiche Winkel bilden, 
so sind die FuApunkte P« und i\ der von P auf BC und ÄO gefUlten 
Lote von der Mitte F der Seite AS gleiehweit entfernt. 

Breslau. 0. GinracHS. 



85. riewänscht wird ein rein peometrischer Beweis für den Satz: 
Wählt man auf zwei Ueraden, die in Bezug auf CA und CB Gegen- 
transversalen sind, zwei beliebige Punkte P und und fiUlt man YOn ihaw 
auf CA und CB die Lote, deren Fußpunkte A^^ B^ und A^, B^ sind, so 
liegt der Sehnittpunkt von J^P, und A^Bx auf PQ. 

Breslau. 0. Gimcnn. 

1) On peut dire auasi qne 

OAxOB-' ÖSJ 
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Zu 53. (Bd. III, S. 170) (E. Lampe): Von d.in Punkte C in der 
Ebene t-lrier Parabel zieht man die Tanppntcu VB^ und T'/?.^ f /?, und 7?^ 
die Berübruugspuukte) au die Kurve und eiricLUt in uml diti Nor- 
malen) welche sidl in f adineiden ml^en. Die Ebordüiaten |, % von T 
aus denen von //) zu berechnen und dann die Verwandtschaft xu 

untersuchen, in welcher den Punkten C die Punkte T entsprechen; ins- 
besondere einfache sich entsprechende Kurvenscharen zu bestimmen. Welche 
Punkte C fallen mit ilmii entsprecbendea T nunrnmen? ~- Gleiidis ^geo 
für die EUipie imd die Hjperbei 

L Pizabtf . 

1 . Eniwi<^eiMung der GkiiAuiigm /%lr |, — Die Gleicfaimg der geigebenen 
Parabel sei 

(1) a^-2j>«, 

ihr Seheitel Jl, ihr Brannpunkt J*} die Eoordinatau Ton Bf seien x^^ y^^ 
die von seiMi ar^, y«. Dann sind die Gleiehnngm der Tangenten in 
and B^ 

Weil die Koordinaten Ton B^ und der Gleichiuig (l) genttgen müssen^ 
hat man nooh 

nnd man findet als Koordinaten von C 

(2) ^^-''i^i y-H--- 

Die Gleichnngen der Nonnalen in B^ und B^ sind 

+ — i/i (p + X,) ; y^x -\- py = ytip + x,) . 
Diesen beiden Gleichungen genügen die Koordinaten i] von r", worans 

« « _ ytft^y » + Vi) 

oder mit Bttcksiolit auf die Gleiohungen (2) 

(8) |=iil±iyliLPfj , — !|y. 

Diese (ihnchungeu hestimmen die Verwandtschaft , welche zwischen den 
Punkten C und F besteht. . 
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S. Skk Mibst eiUspretkaide Pmkte. — Soll Punkt F mit C inMmmen- 
fallan, so münsen die beiden Gleichniigeii 

* — * ~ — und M = — ^ 

J» P 

gleiobseitig bestehen. Die xweite Gleidrang ergibt entweder 

if = O oder ar =- — g p . 

Setzt mau y == 0 in die erste Gleichung ein, so rindet man x — ^p; setzt 
man aber a; = — jj» in die erste Gleicbtmg ein, so erhält man y* = — p*. 
Dies entspricht keinem reeUen Punkte C. Es gibt also nur einen einigen 
Punkt (7, welcher mit seinem entsprechenden Punkte F zusammenfällt; er 
liegt auf der x-Aohae und hat die Abscisse ^p, Uli also der Brennpunkt F 
der Parabel 

8. Die Verwamdtsdiaft der Bmkte (7 ihwI r. ^ Die Gleichungen (3) 
iMSen eilkennen, daß ^ und i} dnrch x und y eindeutig bestimuit sind. 

Ist T O Tind y — 0, so ist I = p und »j = 0; dem Koordinat<}n- 
anfangspunkt Ä im je^- System entspricht also ein Punkt A' im ^q- System, 
welcher auf der Abscissenacbte Hegt und die Abecisse p hai 

^ + Stf' 

Ist nur je ^ 0, so ist 1=»^—^—^, 0. Hiernach kann | alle 

positiven Werte von bis oo annehmen, und zwar sind diese Werte 
imarweiae einander gleich Ar je ein positives und ein negatives y von 
gleichem absolnten Worte. Demnach entsprieht sowohl dem positiven als 
auch dem negativen Teil der y- Achse der vom Punkte A' aus sich nach 
der positiven Richtung hin bis ins Unendliche erstre* kondf Teil der I-Achse. 

Ist nur y = 0, so ist ^ = jj — « oder I — ^i' - ji^ — ij =■ 0. In 
diesem Fftlle kann | aUe positiven und negativen Werte annehmen; mithin 
entspricht die Abscissenachse sich selbst. Sie wird aber von den Punkten 
C imd r in entgegengeset?.t-pr Richtung durchlawfen; je zwei Punkte der- 
selben, welche von F nach entgegengesetzter Uichtung gleiche Entfernung 
haben (wie s. B. il und A'), entspredien einander. 

Fflr ein positives x können ^ und ^ all« podtiven nnd n^tiveu 
Werte annehmen; dabei entspricht iedom positivcti r f\n negatives ij und 
umgekehrt. Stellt man sich nun die Koordinatenebeue als aus zwei zu- 
eammeniUlenden Ebenen [C] und [r] bestehend vor, deren Eoordinatsn- 
achsen sich decken, und bezeichnet man noch die Quadranten der Ebene {C\ 
mit I. IT, IIT, TV. die der Ebene [P] mit I', II'. III', W, so hat man 
nach Obigem folgenden Sat/: Quadrant/ n T >ir}i] IV in \C\ mlsprichl 

die ganze Ebene [/'j iletfjeslaU , daß 1 in III' und IV', IV in l' und U' 

Fttr ein n^^tives 9 kann i; ebenfalls alle positiven und negativen 
Wert/e annehmen; dagegen ist ^ auf diejenigen positiven Werte beschränkt| 

für welche £ ^ =— ^- — — ist. Um die Grenzlage des Punktes F in diesem 

— P . , 

Falle zu be«?timjnen. setze man in den nieit hnn-^en 1 .31 .r ^ -- c und elimi- 
niere v; dann erhiUt man als Gleichung der Kurve, welche Fhei konstantem 

c durchläuft, 

(4) 1^, c)^ 2c'S-i>i3*- 2i>c»-2c»-0. 
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Bei veränderlichem e stellt diese Gleich ting eine Kurvenschar dar, deren 
Emhflüende die QreozkuiTe flir die Loge des Punktes F ist HUu hat nun 

also entweder e » 0, und dies kommt hier nicht in Betradit odor ^ » |(| — p). 
Setit man diesen letvteren Wert in (4) ein, so erUlt man |,($ — py—pv^ 0 
oder 

Dies ist die flleichung der Evolute der Parabel (l). Bezeichnet man die auf 
der positiven Seite der Abseissenaohse liegende Hälfte der durch diese Evolute 
begren/.teu Flüche mit V, die andere iiüllle mit VI', und beachtet man, 
daß jedem positiven besw. negativen p anch ein negatiTee bexw. posttiTes if 
entspricht, so hat man den Satz: jjDni Qtuidrttnten U und III in [C] ent- 
spricht iti [r\ die durch die Ev(Me (ö) begmmte fldicfte derge^aU^ daß 
n m V , in in vr übergelit'* 

Aus der ersten der Qle&dinngen (8) ergibt sich, dafi | 0 ist für 
+ —px ~ 0, d. h. wenn O auf der Furabel 

(6) y> = ij; (x p) 

liegt, deren Scheitel A' v.nd <!f reu Puranißter jP ist. Bezeichnet man die 
positive Hälfte der von dieser i'umbei eingeschlossenen Fläche mit YII, die 
negative HSlfte mit VIU, so folgt: ,fier Flädie der Parabel (6) m [C] 
entspiedtm die Quadrante» und m' in [r\ dertfesiaU, dafi YU m III', 
VUI in TT' iihm/rht: den üestfläclien I— VII hatw. IV— Vm in [C] mt- 
spreclim die (^ua'l'-fmf'-n IV' brztr. I' in f-Tj." 

Betrachtet mau l'unkt C als abhängig vom Punkte so ist die Be- 
stimmung von C nidit eindeutig. LOst man die Gleichungen (3) für » und 
y «u^ so findet man 

^+a~p).»-W.O oder {-f-^^^A-^^o, 

Die Anwendung der Cardanischen Formel ergibt für beide Gleichungen, 
diiB sie rinr oder drei reelle Wurzeln haben, je nachdem der Ausdruck 
21 prf — —py jjosfiiiv oder imjaüv ist, d. h. je nachdem F außerhalb 
oder vtmerhoXb der Parabelevolute (5) liegt. Zn demselben Resultat gelangt 
man durch goun letrische Betnuhtungen. Es können nämlich nur dann drei 
reelle Punkte C\, Ch, dem Punkte F entsprechen, wenn sich von 
letzterem aus drei verschiedene ^Normalen FB^^ ^^»i FB^ au die Para- 
bel (l) ziehen lassen. Dies ist aber nur der Fall, wenn J* ümerhalb der 
Evolute liegt. Dann ist Dreieck C^C^C^ ein Tangentendreieck der Parabel; 
die Berührungspunkte der Seiten C,C,, C^C^, Ci(\ slud 7?i, B^, B^. 

Liegt F auf der Evolute (5'), so t'aUen zwei der Berütu'ungspunkte, 
etwa ifj und zusuiumeu. Daun ist '11 pif — — j?) == 0. lu diesem 

Falle haben die obigen Gleidiungen ancfa noch drei redle Wiineln; aber 
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sw« Ton Ihnen idad gimsb. Es ist nKmUdi ^ — |» — if^ii*, und min 
kann die Oleidinngen lelmibea 

Also: 

--Vp^n, y» = !/3 = 8 i'i'* • 

Die Koordinaten r, , i/j genügen der Gleichung (l); mithin Hegt auf der 
gegebeuen Parabel. Es ist auch geometrisch einleuchtend, daß, wenn Punkt 
mit zusanuneufiillt, Punkt mit B^^ und C'^ mit zusammen- 
lUlen mnft, und daB der Doppelpunkt ein Punkt der in (?i ta die 
Parabel gelegten Tangente ist. Für die AbUblg:^|ln&i des Punktes C von 
r ergibt sioli fidgiMub^r ^Satz: . JArgf Pitnl'f F inncihalh der Parahdevolute (5), 
so enkfpredten dcimdben drei recUe Punkte C; ifi F ein Punkt der Hvoluie^ 
so mtßpndim ihm ßwd raüe FutMt C; liegt F außerhalb der EvoMey so 

4. ISntsprechende Kurvemdtaren. 

a) FuhM C durcMairfe die Qtraäe x = e, — Dum hat man 

V _ p* H- 8y* — J>g. ^ _ »«sf 

und durch Elimiuaiiun von y erhält man uls Gleichung des Ort^s vou 1': 
2«"| — +1»^* — 2c» oder 

(7) I»»«y(t-[P-«J). 

Dies ist die Gleichung einer Parabel, deren Achse mit der Ab'^eisspnachse 
zusamment^llt, deren Scheitel die Abstisse p — r bat, und doreu raiameter 
c* . 

■ - ist. Bei veriiadfrUcbem <: stellt (7) eine iächar vuu Parabeln dar. Hieraus 

folgt: yjIJer Sdiar der Parallelen sur Ordinatefiachse in [C] entspricht eme 
Schar von Parabeln in [r], deren A(Asm mit der JJbsctssemuAse msammeit- 
faUen."' Zn dieser Sohar gehttrt nnoh die gegebene Ffenbel; ne entqwioht 

dem Werte c = p; femer gehört zu ihr als Parabel mit dem Parameter 0 
der von A' aus sich nach der positiven Richtung hin ins ünendli -ho er- 
streckende Teil der {-Achse, welcher dem Werte c = 0, d. h. der ^- Achse 
entspridit, wie »Am obm gefunden wurde. Je swei Parabeln der 8ethar (7), 
deren Scheitel von A' gleiohe Entfernung babeiif rind kODgment. Diejenigen 
Parabeln, fRr welche r positiv ist, füllen die ganze Ebene [F\ aus. Bei 
negativem c ist Gleichung (7) mit {i) identisch; die durch sie dargeateliteu 
Parabeln liegen, wie gezeigt wurde, innerhalb der Erolute (6) und be- 
rOhren dieselbe. 
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h) iMf 0 dmrdOmife die Gerade f^ä, — Dum ist 

S J ? n 

ond doreh "Blimination von » erhltlt man als Gleiehimg des Ortes yoa A 
2dp^ - 2ii(f»* + 2(i>) + oder 

Diese Oleichung stellt eine Gerade, bei -veriLoderUchem d eine Schar von 
Oeraden dar^Durch Differentiafeion nach d erpbt sich 3j»(|^ii) — 12d*«0, 

also d Vjpi^ ^P)i ™^ wenn man dies in (8) einsetzt, 

also die Gleichung der Evolute (5), welche demnach die Einliüllende der 
Sdiar (8) ist ffieraus eigibt sieh der Sats: ^fier der PanäMe» mar 

Abscimemchse in [C] entspricht die Sdior «ilmiUtAer Tiuigcnim der Evo- 
UUe (5) in fF]. Diesen Satz kann man, weil die Tangenten der Evolute (5) 
die Normalen der Parabel (l) sind, auch so aussprechen: „Dir Sciiar der 
^araUeleH eur AlaeieseneuAse in [C] cnt<tpri(M die St^ar »än^iAer N&rmaten 
der gqiihcnrn Parabel in fl'J," 

In jodem Punkte der Kvoluto (5) berühren fsieli die Evolnt«, eine 
Parabel der Schar (7) und eine Gerado der Schar (8) gegenseitig. Daraus 
folgt, dafi jede Gerade der Schar (8) Tangente für eine bestimmte Parabel 
der Sdiar (7) ist. In w<>l(dier Bestehnng beide m einander stehen, «gibt 
sich, wenn man die Bedingung für das Znsammenfallen der Schnittpunkte 
der Gel allen mit der Parabel ermitUtlt. Eliminiert mau $ aus den Gleichungen (7) 
und (8), 80 ergibt sich 

Sollen die erwähnten Behnittpunkte zusammenfallen, so mflssen die beiden 
aus dieser Gleichung sich ergebenden Werte von it\ gleich sein, d. h. es muü 

sein. Die gesnehte Bedingung ist also 

c — — oder j>c. 

Diese Bedingung ist erfüllt, wenn der Schnittpunkt der Geraden x^e und 
y ^ d auf der Parabel 

(9) Sf* - - \99 

liegt Uan hat daher den Sats: y^teeien «ieft mjUioinX% et^neidenden 
Gerade» in [C], wtidie deti Koordinatenaduen paraäd sind, entsprechen eine 
Parabel im*l eine Tangente dtr selben in [J*J, tverw (hr Schnittpunkt der 
Geraden auf der Pcoabd (9) liegt. Dem Scknüipiinkt in [C\ entspridit der 
auf der ShfoMe {6) Hegende Berührungspunkt 4n [F]; daher enteprid^ der 
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Barabd (9) die Evolute ( 5).** Di« Koordinaten d«r Bemhrinigqiiinkto rind 

c) Punkt C durchlaufe die Gerade 

(10) + 
Dann ist 

* p * ^ I» 

MuHipli/iert man die sweite dieser Gleichnogen mit l und addiert sie zur 

ersten, so erhiUt man 

S + A,, - (2A^ - 1) X + (1 + 2,4>» 

und hieraus 

I + ^ij - (1 + 2fi')j> 

Durch Einsetzen dieses Wertes in die Gleichung für Üudet man alä Gleichung 
des Ortes too F 

(1 1) A (§ + Ar,)^ - (2Af*^ + 21 + ii)pi - (21« + 3A^ - 

+ (1 + 2,.^) (A-f fijl^^'-O. 

'Dies ist die Gleichung einer Parabel, deren Achse der lleraden |-j-Ajj>-«0 
parallel ist Da nun diese letztere zur Geraden (10) senkrecht ist, so er- 
gibt sich der 8ats: ^eder &eradm As [0] erUspriM im aOffemekim eme 

Parabel m [1% deren Ädiae at der Gmtäm senkrecht ist.^ 

Dreht man das Koordinatensystem so, daß die Abscissenachse der 
Purabelachsc parallel wird, und bezeichnet man die neuen Koordinaten mit 
I', 1)', so geht (11 ) über in 

Hieraus ersieht man, daü der Parameter der Parabel (11) 
ist. 

Die Gleichungen der SondexlUle a) und b) lassen sich aus (10) und 
(11) in folgender Weise ablettsn: 

Man dividiere (10) durch 1, aetae yj» — — e und 1 — oo; dann eigilii 

le 

sieli die (Uciehung = c. Setzt man dementsprechend in (11) fi = — ~-, 

dividiert die ganze Gleichung durch A^ und läßt dann A unendlich groÜ 
werden, m erUUt man Gleiehnng (7). 

Setit nwn femer in (10) A 0 und ^p^dy so ergibt och die 

Gleichung jf » Setat man dem entqpareehend in (11) 1 » 0 und ^ ^ > 

so erhält man Gleichung (8). In diesem Falle wird der Parameter p' der 
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Parabel (ll) nnendlicb groB; die Parabel artet zu einer Oemden anSf und 
(lif f'.ri^drr^ drr S' hur (8) Sind denuuch als Parabeln mit unendlich großem 
Parameter auuulasseii. 

Die Parabel (ll) artet auch dann in eine Gerade, und zwar in einen 
DoppetetraU anSi wenn ilir Puameter p' ^0 wird, d. b. wiun 2ift — 1 — 0 

oder ^ — ist Gleidiung (10) geht dann über in 

(12) 

Sehreibt man dies 

F(x, f , l) = 2l*x - 2Jly +1» - 0. 

ao ergibt iloh 

und wenn man l eliminiert, = ^P^'y nämlich die (ileichimg der ge- 
gebenen ParabeL Bei veränderlicbem k stellt also Gleichung (12) die Öchar 
Amflioher Tangenten der Parabel (1) dar. Die Ko<ndinaten dee BertUtrangs- 
ponkte» sind 

(13) «-ifl, jf-f- 

Setat man nun den Wert f» — |^ in (11) ein, so erbUi man 

+ ^t; — -4 ^l*)^]^™ ^' ^ Doppelfbabl, in weleben in diesem 
lUIe die Pardtiel (ll) übergeht, gehört also der Geraden 

an. Diese Gerade ist senkrecht zu der ParaboitaugeDte (12); aofierdem ge- 
nügen ihrer Glocbung die Koordinaten (13). Sie ist aleo die der Tangente (12) 
lagehOrige Nwmale der Parabel (l). Um den Scheitel des Doppelstrahls 
zu be^mmen, eliminiere man f aus (l2) und der aweiten der Gleichungen (3). 
£s ergibt sich 

ip ' d » ip 

MiUiin wird ^ hri. poBiHvem l ein Ma ximum , bei neffali»m l ein JNMmmi, 
wenn 4X*x + j) » 0, also x^ — Jj, tmd dem entspreehend y ist. 

Der gesuchte Scheitel ist also derjenige ir'uukL, welcher dem in [CJ go- 

legenen Punkte mit deu Koordinaten x = — -~ ^ V entspricht. Dor 

letztere ist der Mittelpunkt der von deu Koordinatenachsen begrenzten 
Stredce der Parabeltangente (12). Er liegt auf der Parabel (9); mitMn 
liegt der Scheitel des Doppelstndüs auf der Evointe (6). Die Psrabel- 
normale (14) berührt als solche die Evolute (5); doch ist der auf ihr 
liegende Scheitel des Doppclstrahis nicht der Berührungspunkt^ sondern der 
Schnül^nkt mit der Evolute. Es ergibt sich der Satz: j^Den Tangentm 
der gegebmm Barabd in [C] entspredim ob D(^el8ttakim die gufftMrigm 
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Normalen in [r], sotceit sie innerhalb der Evolute (5) liegen. Diese Deppd- 
StraJilen f:ht(l als Parahdn mit dnu Parameter NuU aufzufasst ».^^ 

Die beiden Gleichungt ri (8) uad (14) stellen die Bchar samtiicber 
Normalen der PUrabel (1) dar; sie sind die Oleichnngen einer und derselben 

P 

Nüi male, weiui d = ■— ist. Deuina.«-h eniäpricbt der Parallelen zur x-Achse 

und der Parabeltangente (12) in [(7] eine und dieselbe Normale (14) iit 
[r]. Der Sobnittpunkt von (12) und (15) liegt auf der Parabel (9); sein 
entaprechender Punkt iat d«r BaUhmn^niürt tob (14) und der Evolute (5). 

Ist ^ = 0, so ist (10) die Gleicbnng des durch A gehenden Stnhlen- 
büschelSf und (11) gebt über in 

(16) (« + xn)* - 2j»| - (21 ^ + ji« - 0 . 

Diese Gleichung stellt oine Sclifir von Parabeln dar, die sämtlich durcli A' 
gehen. Da nun deu Punkten der Quadranten I und III in [C] solche 
Punkte r entsprechen, deren negatiT ist, den Punkten der Quadranten 
11 un<l IV aber solche POnkte, deren positiv ist, so li^en alle Parslieln 
der Schar (16) cum auf (iner Seift der I-Achse, und zwar atif der nega- 
tiven oder positiven Seite, je nachdem k pontiv oder negativ ist, und 
alle Parabeln berdbren sich gegenseitig in A*. Der Parameter ist 

p' «3 ^ ; eü wird also ;/ =- 0 für 1 = und p' = ex, für 1 5= 0. 

Hieraus ergibt sich der Satz: „Detn Siraidenbiischei durch den Koordinaten- 
anfangspunkt A in \C\ entspricht eine SiJtar sich hi A' gegenseitig hetiUtrmder 
Partikeln in [/ J. Zu dieser Schar fftMrt als Parabd mit dem Parameter 
j»' 0 der von A' amg^ende positive StraM der |- J«Ase, als ParaM mit 
deni Parameter p' = 00 die gavzc l-AcJtse." 

d) Punkt C durchlaufe die Parabel — 2jp'a:. — Daun ist 

und dureh Elimination von x ergibt sich als Gleichung des Ortes von P 

gp' (4p' - p)» ^ r(4p'-p)» V 27p 

Dies ist die Oleiehung einer der Pambelevolnte (5) ahnlieben Kurve, welche 

mit ihr die Spitze und die Achse gemon hat. Bei veränderlichem p' stellt 

(17") eine Schar solcher Kurven dar. Man hat also den Süt/.: .,I)ir S'har 
von Parabtln in [G\, weldie mit der gegeberwn die Achse und dm Sdieittl 
gemtin habe», entspricJit eine ScJiar von Parabelcvoluten i*t [Pj, wddte sidt 
mU der EvokOe (5) i» AhtaieXkeHOatfe heßnden. Der Jhididikeiispimkt ist 
die gemeinsame Sjntse A*^ 
Setzt man 
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so ist y. Jas ÄhnlichkcHsverhiiltiiis der Evolute (17') zur Evolute (ö). Dle- 
jeuige Parabel, welcher die Evolut« (17) zugehört, hat den Parameter %p\ 
ihr Scheitel hat die Abscisjje (x — Die Gleichung [Iki) hat eine oder 

ärti rodle Wvnilii, je nachdrai « Metner oder gfüfier als 1 ist. Li dem 
Fälle « = 1 geht ne über ia {p - 1>) (8i^' + = 0, hat also dann drei 
rppüe Wurzeln, von denen zwei t'loii Ii sind. Es wird nun x<l für alle 
positiven Werte von p', welche kimuer als p sind, dagegen x >- 1 tiOLr alle 
pontiTen Werte von p\ welche grSfier als p dnd, tmd för aDe negaÜTen 
Werte. Hieraus ergibt sich: Jede Evolute der Schar (17), welche außer- 
halb der Evolute (5) liegt, entspricht einer cinziiim Parabel in \C\, welche 
tmierhaib der gegebenen liegt; jede Evolute der Schar (17), welche inner- 
kalb der Evolute (5) liegt, entspricht dreien Fürabdn in [CJ, welche auß&r- 
halb der gegebenan ttigen. IHe Bvdlato (5) selbst^ welche mit rar Schar (17) 
gehört, entspricht der gegebenen Parabel und der Parabel (9). Zur 
Schar (17) gehören noch die beiden von A' ausgehenden Strahlen der 
Achse, welche den Werten =»> 0 und p' = <x> ensprecheui ferner die 
durch A' gehende Parallele zur tj- Achse, welche dem Werte p' 
entspricht 

e) Amitt C dnrdUoMfe die H^pahd 

^—lx9 — \px -l^i)* — 0. 

Die Koordinaten des Mittelpunktes dieser Hyperbel sind Xq = — ^ , == — ^ • 

Eliminiert man A, so ergibt sich = — \P^o'^ Mittelpunkt liegt also 
auf der Parabel (9). Aus y* ~ kxy = ü oder yijf — Ix) — 0 ersieht man^ 
dafl die eine Asymptole der AbsciBBenaohae, die' aadne Asjmptote der 
Geraden y — 1« 0 parallel iat Daher ist die Gleichmig der evsten 

Asymptote 9 + ^ ~ 0 und die der iwnten y — -f ^ • Die Aqrmptoten 

sind also identisch mit den Oeraden (15) und (12). Der Asymptoten- 
Winkel 2a ist bestinunt durch die Gleichung tg2o^A. Die Hauptachse 
bildet mit der Achse den Winkel «. Bind ff g öiß Halbachsen der 

Hyperbel, so bat man 

(20) . (^,"^^'^>^' ; (V-^^'')?'V. 

^ ' ' 2i»(vi + i'-i) ii\yi -^i'-i- 1) 

Tiiegt nun C auf der Hyperbel (19), so erhalt man durch Addition 
<ler beiden Gleichungen (3), nachdem man die zweite derselben mit il 
multipliziert bat, 

(»1) {+A,- ''' + '''--''--"-y -(i + ,)^ 

oder 

i|--X« + — i — 

Diese Gleichung stellt eine Gerade dar, die zur zweiten Asymptote der 
Hyperbel senkrecht ist 

Bm konstantem k nnd verftnderlidMim v stellt (19) die Schar Amt- 
licher Hyperbeln dar, weldie die Geraden (16) nnd (13) an Ai;ymptoten 
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haben. Sie nmfofit, wie man am (20) ersieht, för v < alle diejenigen 

Hyperbelu, welche iutierliall) des v(jn den Asympt-ot«»!! gebildeten spitzen 
Winkels liegen, und flttr 1 > alle die Hyperbeln, welche innerhalb des 

ttmififm Winkels liegen. FOr ^ ^ goht ta» Uber in 

(i' + »i)(»-*'-n)-ö' 

wird alao vor Gleichung des 87^008 der Aajmptotenf wdefaes mit nur 

Schar gehört und als Hyperbel mit den Achsen /" = 0, ^ = 0 aufzufassen 
ist. Dieser llvporbelschar entspricht nach (21) eine Schar paralleler Oeraden, 
die zur zweiten Asymptote senkrecht aind. Wird auch k als variabel an- 
genommen, 80 eriiBlt man nnendUeb viele Roleber Hyperbelschareo nebst 
ihren entsprechenden Parallelenscharen. 

Ist, V konstant und nur l verfindcriich. so l»ilden je eine Hyperbel aus 
jeder der vorigen unendlich vielen Öchareu t^iue neue Schar, der, wie aus 
(21) hervorgeht, «in Bfanihlenbfisehel durch einen bestimmten Punkt der 
{-Achse, Ar V ->■ — 1 der Blisehel durch den Koordinatenanfkngspunkt Aj 
entsprir-lit. Läßt man jotzt auch v vcriiudeilich werden, so erhält mau 
abermals uneudlich viele Hyperbelscbaren der zweiten Art nebst ihren ent- 
sprechenden Strahleubikuhelu. 

1. EnMdtdutiff dar Cttddiimgm /ttr 17. — Die Gleichung der 
EUipBe sei 



ihr Mittelpunkt jV, ihre Brennpunkt*« und F^] die Konrdinaten von 5, 
seien x^, y^, die von seien ar,, y,. Dann sind die Gleichungen der 
Tsagentoi in 3^ ond 

Hieraus findet man als Koordinaten des Punktes C 

Die Oleichnngen der Normalen in JB, und JB^ sind 
Hieraus ergeben ach als Koordinaten des Punktes F 

Aus (23) und (24) folgt 

^ a» - ö« a« - 
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Da die Punkte Bj und B, auf der Ellipse (22) liegen, darf man setzen 
(26) 0-, » a cos 9j i Jfi ^ sin 9| ; ^ » a cos ; = bäatpf. 
Dann wird 

cos 1(9«, — q?,) ' * " C08 * (9, — 9>,) 

Man multipli/ierf jrt/t die ersto dieser beiden Gleidiunpen mit h, <V]p zweite 
mit a und quadriere beide. Daun ergibt sich durch Addition und l>iTi8ion 

und hieratu findet man weiter 

*»8 4 (g>, — a>i) = ''^ : cos 4 (v« + Vi) = ^ - : 

sm i (flp, — «.) = , rL^ — — : sin i (9, + m.) =^ • ; 



C0»(9,-9i) 6*i»-f ««y. ' i cos(9), + <)Pi) -=p^^._p„,y,i 

Es ist nun naoli (26) oos^iooe^i a«^^, ain^rin^i»^^; also 

Setzt man diese Werte in (25) ein, eo eriillt man 

^J7^ ^ _(a« -6»)(d»-y «)x. (g'-fe«) (o'-x«)y 

V-*'^ 6««« + ay ' ^ 6»«* + a«y* 

Diese Gleklningen bestimmen die Verwandtschaft, welche xwischen den 

PunktfMi C und F besteht. 

2. -S'(t7( svV^.ff entsprechende Punkte. — Soll Punkt F mit C zosammen- 
tailen, so müssen die Gleichungen 

{a- — b*)(b* — y*)x _ (g* — 6*) (a* — x*) y 

gleichzeitig bestehen. Sind x und y von Null verschieden, so darf man die 
erste Gleichung dnreh und die sweite dnrdi ff dividieren; Ifist man so- 

dann die Gleichungen auf, so findet man ^, _ ^, ; y* = — — , _^ ^| ■ 

Dies ergibt, weil y imaginir wird, Iraine siflli adbsl enti^rBcbenden Ponkte. 
Sind solche Toriianden, so liegen de demnaeb auf einer der Koordinaten- 

aehsen. Setat man « — 0, so ist jr — — ' — — (a* — 

Dies «rgibt wieder fttr y einen imaginKren Wert: also enfhllt die tr-Aehse 

a* — h* 

keine sich selbst entsprechenden Punkte. Setet man y 0, so ist — — - — 
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oder jB*a»a' — wommis man «afrieht, d>B »n f d«r Abad—macliae di« 

beiden Fnnkle, welche die Abfldwmi ± ya* — h* haben > d. b. die Biwin* 

punkte Fg and JP^, sich selbst t^ntqirediende Punkte sind. Die gleicbseitige 
Annahme x — 0 nn'l 7 - führt zu einem unbestimmten Besultate. 

3. Eni^eckctuie Kurcenscharm. 

o) ^aikt C äurMtmfe die Gerade x^e. — Dann ist 

. (a«-6')(6'-y^c . ^ ( a«-d')(o«-c')y 

Aus der ersten GleicLung ergibt äicb 

. 6*c(a' - 5» — c|) 

setzt man diesen Wert in die zweite Gleichung ein, so erhält man nach 
gehöriger Rednktion 

h*e(a* + c«) ij (a«| + a*e - bh) (a« - c«) y . 

Wenn man jetzt quadriert und nochmals den Wert von einsetzt, dann 
durch 6't' dividiert, so findet man als Ort von F 

(28) bh (a- + r)- »,- - (a» - c»)»(a«$ + a*c - (a« - 6» - cg) , 

was sieb aneh auf die Fom 

^^^^ i _(a»_6«)«(o»-c«)«c-0 

bringen läßt. Aus (29) ersieht man, daU der Ort vou F eine Kllipse ist, 
deren MÜMpunkt auf der Abseimeiiachse liegt, und fOr deren Halbaehseo 
f, g die Gleiebang 

g a{a* — c*) 
/• ^ h f««T c») 

besteht. Aus (28) ergeben sich, wenn man Q setzt, die Abscissen 
und ^ der beiden Hauptscheitel durch die Oleiehnng 

ia*l + o'c - hU) (a» " &» - ci) - 0, 

nämlich 

ii--— y-i 5i 

Als Absdsse des Ifittelpunktes erbBlt man 

k'-nk + k)" 1 

und die HalbadiMa sind 

Sind I', 1}' die Koordinaten eines ÜTebenscheitels der Ellipse (99), so ist 
{ 2W ' -±i'-± ^06^ * «■ »t also 
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n d. Ii. die Nebeiuchflitol dar Ellipse (39) liegen auf detgemgen 

DofciuBeBseni der gegebenen Ellipse, welche sa den glneli»n kfngogie^ten 
Dnrdtmessem der letxteren aenloeQlit sind. 

0» j> 

Fflr eigibt sieh £«0, «} — — • Die OrditMtenaeliBe 

entspriclit also sich selbst, und zwar dergestalt, daß, wilhrend C die ^-Achse 
von — oc bis 0 und von 0 Ins -{- oo durchläuft, sich F auf der »j-Ächse 
von 0 bis + oo und von — cx» bis 0 bewegt, wodurch bestätigt wird, daß 
die Ordinatenachse keine sich selbst entsprechenden Punkte enthält. 

Seist man -> a\ d. h. dnreUSnft C eine der fleheiteltangwiten der 
gegebttien Ellipse, so gdbt (39) Uber in i^ — 0, und es ^rird 

li-±— 5— , = lo = 0; f g=~0. 

Die Ellipse (29) artot also in diesem Falle in diejenige Doppelstrecke aus, 
welche, aut der ^- Achse liegend, durch die Krümmuagsmittelpiinkte för die 
Hanptscheitel der gegebenen Ellipae begrenzt wird. 

a« _ 6» 

Läßt man c von a bis 0 abnehmen, so bewegt sich von ^— 

bis 0; Iq und |j bewegen sich in derselben Richtung bis ins Unendliche. 
Gleichung (39) stellt also in diesem Falle eine Schar von Ellipsen dar, 
mlcbe die ganae Bitlbebene der posithren Absnasen nod einen Teil der 

anderen Halbcbene ausflUleu. Nimmt c noch weiter ab, von 0 bis — «, 
so erhalt man die Schar der in Bezug auf die 7- Achse zu den eben be- 
zcichnttcn Ellipsen symmetrisch liegeuden Ellipseu. 
a' 

Setzt man statt c, so bleibt (29) unverändert, ^ und ^ ver- 

tauschen ihre Werte, behält seinen Wert, auch f und g bleiben ihrem 
absoluten Werte nach ungeändert. Hieraus folgt, daß irgend zweien Oeraden 

jd = c und X = — " in {C\ eine und dieselbe Ellipse in [Pj entspricht, und 

dafi femer allen diesen Geraden in [CQ, für welche c < — a ist, wieder 
dM erste der erwllinten sjmmetrisohen älipsenscharen in [i*], allen Geraden 
aber, fBr weldie > o ist, die «weite dieser Scharen entspridit. 

b) PiinM C durdilaufe die Gerade y =^ d. — Man findet dann in der- 
selben Weise wie in a) als Gleichung des Ortes von F 

a«d(*» + d^H* - (6« - «»y (a»rf - b^d - b«i|) (a« - 6" + dq) 

oder 

ja«d(&« + dyi' + b'dib^ - rf*)'»?' + («* - - ä*fn 



(HO) 



Diese Glridiung stellt eine Ellipse dar, deren große Achte mit der 17- Achse 
snsammenHOt; die Ordinaten der buptscheitel nnd i}i ~ — " , 

«j^ =« i — * ; die Ordinate des Mittelpunktes ist »j^ — — ^ — - — ' ; 

die Halbachsen sind /" - ^ Wd^ ' ^ " 2abd 

lüebenseheitel liegen anf denselben Geraden wie die der Ellipse (39). 
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a* b* 

Für d ^ 0 wird § -■ — - — , *j ^ 0. Di© Abscissena^hse entspricht 

aUio sich selbst, und zwar dergestalt, daü, während C die Achse von 
— OD bia 0 und ▼<m 0 bis -f eo durddAuft, lieh F maf der I-Adue fon 
0 Ins — <30 und von + (X> bis 0 bewegt, wodurch bestätigt wizd« dftB die 
Absoissenacfase zwei sich selbst entsprechende Punkte entliält. 

Setzt man = 6', d. k dorchlSoft C eine der Nebenscheiteltangenten 
der Ellipse (22), so artet die Ellipse (30) in diejenige Doppelstrecke ans, 
welche, aaf der i}-Achse liegend, durdi die KrttanmvngnnitteLpiiDUe fltar die 
Nebflosdieitel der Ellipee (23) befreiut wird. 

Dm beiden Oeraden und — j in entepeidit eine und 

dieselbe Ellipse in [F]. Allen Pinllelen zur Abscissenachse, fltr welche 
0 < ff < 6 ist, entsprielit tino Schar von Ellipsen, welche die tranzo Halb- 
ebene der negativen Ordinaten und einen Teil der anderen HaJbebene aus- 
füllen. Diese Ellipsenschar entspricht auch deijenigen Schar von Parallelen, 
lIBr welche li < — ist Dsfegen mtapridit aowohl den Parallelen, Ar 
welche — 6 ■< d •< 0, als auch denen, für welche d > ft ist, eine zweite 
Ellipscnschar, welche zu der eben erwähnten Bohar in Bemg auf die I-Achee 
symmetrisch liegt 

e) Bmkt O äurdttanfe die Gtraäe sr — l«. — Dann ist 

Multipliziert man die zweite Gleichung mit A und addiert, so findet man 

Setzt man diesen Wert iu eine der ersten Gleichungen ein, so erhalt man 
nach einiger Umfonnung als Gleiehnng des Ortee von F 

(.1) iiaH + o'n) « + - "°'V.''+V - - « • 

Diese Gleichung stellt eine Hjperbd dar, deren IGttelpiuikt der Kooidinatra- 
aofaogqninkt ist und deren A^ymi^toten die Gleicbimgeii 

la*£ + ^ij»>0 und | + ^i? - 0 

haben; die zweite dieser Asymi>toten ist zu der Geraden y — A.c senkrecht. 

Für k ^- ± ^ fallen die Asymptoten zusammen, und die Hyperbel (31) 

artet aus in eine der beiden Doppelgeraden («S ± Ori)' =■ 0, welche 
identisch sind mit den Geraden, auf welchen die NebenadkeHel der Ellipsen 
in a) and b) liegen. 

Gleiehung (31) bleibt unTerSndert, wenn man ^ für 1 aetiL Dem- 

&' 

nach entspricht den beiden (Jeraden // kr und ff j^^^i^ i° L'^l ^^^^ '^^^ 

dieselbe Hyperbel in [F]. Bei veränderlichem A hat man den Satz: ^^Detn 
Strahlenbüschel durch den K<H>rditmtenunfangspunki A in [C] entspricht eine 
Doppektkar Jeemmlrisi^ HffperUkt mUA iüsgem^mttmmMUtdptmkt em [r|". 
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ä) RmM C äurdOamfe die gegebmte Mipse (22). — Dann ist 

Die Glcichangen {21) worden also 

t 55— «^5 «1 55— r. 

Hieraiu findet man 

und dureh Einaetnii dkaer Warle in (98) 

Dies iflt die Gleiclrang der Erolnte der gegebenen Ellipae, und man hat 

alao den sich auch aus geometi'ischen Betrachtangen ergebenden Satz: nD€r 
gegebenen FlHpse (22) in [C] entspridU ihre Evoluff (:]2) in [r]" 

Hieran mögen noch einige allgemeinere Betrachtungen geknüpft werden. 
Mad erkennt leicht, dafi die Gleichungen (27) unverändert bleiben, wenn 

man in ihnen — statt x und — -- statt » setzt. Macht man diese 

X y 

Substitutionen in (22), ao erh&lt man die Gleichung einer Kurve vierten 
Oradea (d«r bekwnten JBjrewtlnm«''): 

welcher ebenüalb die Evolute (32) entsprechen mu0. Dies Iftßt sich auch 
mittela einer einfiaehen Bedmtmg beetitigen. Doroh EKminatM m von 

aas (33 ) und der ersten (üeichung (27) erhält man nilmlich x ~ — y — - — | 

und durch Elimination vou aus (33) und der zweiten Gleichung (27) 

g Y - ^ • Setzt man diese Werte in (33) ein, so eigibt sich (32). 

Die Kurv« (33) besteht aus vier hyperbelfthnlichen Zweigen^ welche die 
Scheiteltangenten der Ellipse (22) zu Asymptoten haben. 

Bezeichnet man zwei Punkte und C, in [(7J, für welche die Be- 

Ziehungen — ^ , »/„ == bestehen, als reziproke Punkte, so folgt 

•^'1 'Vi 

aus dem Vorhergehenden, daß, wenn (\ auf der Ellipse (22) liegt, sein 
renprokw Pnnkt C, ein Punkt der EiirTe(83) ist und umgekelirt Beiden 
Pmikten entspricht dann in [f] ein und derselbe auf der Evolute (32) 
liegende Punkt F. Liegt Cj innt rhnlb der Ellip v f so liegt sein 
reziproker Punkt C, innerhalb der Kurve (33) und umgekehrt; beiden 
Punkten entspricht jetzt ein auBerhalb der Evolute (32) liegender Punkt F. 
liegt endlich ein«: von nrei resiproken Funkten in dem Baume swiaohen 
der Ellipse (22) und der Kurve (33), so liegt auch der andere in diesem 
Räume, und beiden ent^richt ein innerhalb der fivolnte (82) liegender 
Punkt F. 



Digitized by Google 



m 



YermUchte Mitteilungen. 



Li letetereift ViXU Ummh nch sowoU von als aadi von C| aus 

Tangenten an die Ellipse zielion. Diese vier Tangenten schneiden einäiidtfr 
außer in und (7j noch in Cj, C^, C. , Cg. Offenbar entspricht allen 
diesen Punkten C ein und derselbe Punkt F. Die Punkte und C^, des- 
gleichen und Q sind radproke Pttnicte, wenn die Beaeichmiiig so ge- 
wlUt frird, daß keines dieser Punktepaare auf einer und danelben Geraden 
des von den Tangenten gebildeten Vierseits liegt. 

Ist C| ein Punkt der Ellipse (22), so wird aus dem Yierseit ein Drei- 
vnt'y Punkt flÜlt mit C,, Punkt mit zusammen. Wie schon oben 
erwfthnt wnrde, liegt in diesem Falle Punkt auf der Knrve (38) und 
der drn Punkten f, uml C.^ entsprechende Punkt P ist ein Punkt der 
Evolut« (32). Derst'lbe Punkt F entspricht nach Vorstehendem aber auch 
den i'unkttiu C'j und C'^, und en muß daher außer der Ellipse {ß2) und der 
Kurve (33) noch eine dritte Kunre geben, welcher die Evolute (32) ent- 
spricht 

Ffir die Koordinaten dar Punkte 0^ und findet man: 

Verbindet man entweder mit den beiden ersten oder mit den beiden letsten 
dieser Gleiehiuigen die Gleiehnng der EUipsentsngente in 

und l>etracbtet r,, ,v, bczw. x^^ tft als laufende Koordinaten, so kann man 
eliminieren und «jiitt unter BerAoksiditignng der Gleichung 
h'x\ + aVf = a^b* als Ort des Punktes beaw. eine Kurve sechsten 
Grades, deren Gleichung 

(34) (a* - «>) (b« - g") (d«*» + ««y») + 8a>6 W - 0 

ist. Dieser Kurve in [C] entspricht die Evolute (32) in [F]. 

Bestimmt man die Schnitf:punkte der in a) und b) betrachteten 
Parallelenscbaren mit den Kurven (22), (33), (34), so ergibt sich, daß jede 
Gerade e oder f^d entweder ^e Ellipse (22) oder die Kurve (33) 
in swei Punkten schneidet. Diesen Punkten in [C| entsprechen in [F] die 
Schnittpunkte der Ellipse (29) oder fSOl mit der Evolute (32). Femer 
schneidet jede der penannten Geraden die Kurve (34) in zwei Punkten; 
diesen Punkten in [Cj entsprechen zwei Punkte in [J"], in denen die 
Ellipse (29) oder (30) die Evolute (83) berflhrt Aus letiterem folgt der 
Satz: „7>ie Evolute (32) ist die Einhiaiende der dural die Okk^mgen (29) 
und (30) dartjesfrUtm EUipsmscharen." 

e) Pmki C durchlaufe die gleichseitige H^peiM 

(36) a;y — ^aft. 

Dann erweitere man in den Gleichungen (27) die Brflche auf der rechten 
Seite mit « und setse ^ — ^~^r- ' 
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Es ergibt sich 



Durch Division crhäil man jetzt 

i ^ — f»*«*) 

und hienuii 

. (ta'(a6 — ft&T;) , , . jt(l — ji')a'4 , 

SetTit man diese Werte in die erste der Gleichungen (d6) ein und dividiert 
durch I, so ergibt sich für den Ort des Punktes F 

(1 — n*) (a* — 6«) ]//i'(a| — uhri) ■ Vfiai — bij 



1 — 



od«r 

(37) 



- (1 - - J*)«(at - - 6»?) - 0 . 

Biese Gleidiong stellt eine zeutrische Kurve vierten Grades dar, die durch 
den Koordinatenanfaugspuiikt A geht und ditsoi zum IGtielpankle bai 
Sie wird von dor Owaden i| i£ gMohDibten iii 4 Fonkten, derw Alweiflseii 

durch die Gleichung 

i* ( (»[(a - Aj»*)»+(f»a-a6)»]«i«-(l (a«-6»)«(a-A#»*)(*»«-A*) ) -0 
beatämmt siiid. Zw« der Sehnittpoiikte fiillen Memadi inuner mit Ä m- 
euDmen; auch von den beiden nndem gilt dies, wenn entweder ^ ^ 

oder il =» ^ ist. Demnach sind die Geraden 

a| — f»6i) » 0 and ^ai — b^^O 

die Tangenten der Kurve im Koordinatenanfangspunkt Ä. Die Kuitg 
schneidet die Koordiiiatenaohsen aufler in Ä noch in je zwei Punkten, deren 
Abscissen bezw. ürdinaten 

sind. Unendlich entfernte Punkte hat die Kurve nicht. 

Ut f» — ±1, d. b. geht die gleichseitige Hyperbel (35) durch zwei 
Schnittpanhte der SobeiteltaDgenteii der ElHpee (23), so geht die Gleidrang (37) 

(atTfti?)* — 0. 

Punkt r bewegt sich in diei>eiu iralle aui einer der beiden Geraden 
7 ai} « 0, imd Bwar inneihalb einer gewissen Strecke, weleho Tieifkdi 

durchlaufen wird, üm diene Strecke zu bestimmen, differenziere man die 
erste der Gleichungen (36); man findet als BestiTnmuug daftir, da0 | ent- 
weder ein Maximum oder ein Minimum wird, die Gleichung 
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8«tst man hisrin fi* » 1 , w> erhÜt num 

(o' + jr«)(a* - 3aV + as*) - 0» 
WQVMS Bich ergibt, daß ^ ausgezeichnete Werte Huummt für 

worin die Vorzeidbien beliebig kombiniert werden dürfen. Je zwei der 
Weite, die maii hieraus Ar $ eririttt, ftllen roHunmen, so daft fluii als 

Abszissen der Orenzpuckte der zu bestunmenden Strecke {""i Ttt — 

findet 

Befaraehtet aaD fi alt varlndarliah, so et;gibt sidi dar Bäte: ^^Der 
Schar «ftwfltefter gfek^Htiger BffperMn in [Ü], tcdcke die Kooräiiiiatm^ 

achsen zu Aspnptoim haben, entsprkht tirie Schar Icmniskai^nährdicher 
Kurven riert^^n Gradrs in [T], trrlcM dm Koordinatenanfangspunki als fft^ 
MeinsameH Müleipttnkt Itaben. Zu dieser Scfiar geJtÖren auf dm beiden 
Oerodm — 0 äi^m^m Streekm^ äetm Eni^mkU äithk die 

(a* — 

Abmssen ^ — ± — bestimmt werdend* 



HL HypexbeL 

1. Entwieketung dtr Gleiehungen für |, ig. — Die Glsiehnag der 

Hyperbel sei 

(8«) ?-S^-l- 

Man kann dasselbe Verlahron anwenden wie bei der Ellipse, nur dafi man 
£Ui' Einführung der liiifswiakel <p^ und ^ die Gleichungen 

*i = co.Vi' y-**«'^' ^-coB%,' 

beBatsL Doch gelangt man schneller nun Ziele, wenn man in den 
Gleichungen (37) nnd in den folgenden — h* statt setst Dadurch 

ergibt sich 

W 6- 6>«'-a>y> 1 dV-aV 

2. iS»cA «etb^t entsprechende Punkte. — Man findet wie in II, 2, daß 
nur die Breniqvaiikie sieh seihst entsprechende Pmücfte sind. 

8. Entsprechende Kureenteharen, 

a) Punkt C durchlaufe die Oerade « o. — Dann erhUt man ans (29) 
als Gleichung des Ortes von r 



(40) j 
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Dies ist die Gleichung einer Hyperbel, deren Hauptachse mit der 1- Achse 

innminenftllt und fttr deren Aehaen /*, g di« Gleieknng y » ft(g« 4! 

beüehi Die Abeeissen der Sebeitel mid dee Mittelpunkles sind 

t + y (g* 4- fc')c t (g^ -f fc») (»* - c») 

ti- «»- i Se" 8«!^ 

a» -I- 

Für c = 0 ergibt sich | = 0; = ' '^^^ Ürdiuaitjuachse ent- 
spricht sich also selbst, und zwar in iihuUcher Weise wie in II, 3 a. 

Setzt man c' — a', d. h. durchlEuft C eine der ächeiteltangenten der 
Hyperbel (38), so sriet die Hyperbel (40) in diejenigen beiden Doppel« 
strahlen ans, welche, auf der |- Achse liegend, die Krümmungsmittelpunkte 
für die Scheitel der Hyperbel (38) als Anfangspunkte habett und eich nach 
entgegengesetzten Bichtungen bin ins Unendliche erstrecken. 

LUt man e von a bis 0 abnelunen, so gestaUet aich die Bache tlmlicli 
irie in n, 3 a. Gleichung (40) stellt dann eine Schar von Hyperbeln dar, 
deren erster Zweifj dif Hrilli(]»t ne d<>r nppifivbn Abscisson vüllsißndiL' nm- 
fallt, und für deren audoreu Zweig der positive Teil der £volute der 
Hyperbel (38) die einhüllende Kurve ist. Ninunt c noch weiter ab, von 0 
bis — a, so erlillt man die Sdiar der in Bezug auf die i}-Achse zu dm 
eben bpzeichnpt<iii Hyperbeln symmetrisch liegenden Hy]»<'rb(?lii. Die Werte 
c ^ a und c < — a ergeben keine neuen Hyperbeln, da, wenn mau in (40) 
e* 

— fflr c setzt, die Gleichung unverändert bleibt. 

b) JhoiKi C durchlauf,- die Gerade $^d. — Dann erfalUt man ans (30) 
als Gleichung des Ortes von F 

^^^^ l -(a» + l»^»(ft« + d«)>d-0. 

Dies ist die (Jleiihuntj einer Hjrperbel, deren Hu.uptaclj.se mit der i|- Achse 

/.usanämenfallt, und für deren Achsen die Gleichunp ^ = ^^f~"^ besteht. 

Die Ordinateo der Scheitel und des Mittelpunktes sind 

(«' + y)<< (ft« -|, fe ») (&« + Ii») 
^1"" p — ? -rf ' ^ Wd 



a' 4- b* 

Fttr ä'^O ergibt ddi £ — — , i| » 0. Die AbeeisBenaebM entp 

Bpricht also sich selbst, nnd iwar in Ihnlicber Weise -wie in II, 3 b. 

o' + b* 

Setzt man d = ■± b, so geht (41) über in ij = T — y — • Durch- 

liLuft also C eine Scheiteltangente der zur Hyperbel (38) konjugierten 
Hypexbel, so wird die Hyperbel (41) zu einer Doppelgeraden, welcbe der 
{-Acibse parallel ist und dmeb den zum andeni Sdieitel der konjugierten 
Hyperbel gehörij^en Kriitninungsmittelpunkt gelit. 

Läßt man d von h l>is 0 aljjiehmeu, so bewegen sieh auf der Tj-Achs<» 
a* 4- h* 

von — bis 0, ij, und ijj,^ nach entgegengesetzter Kichtung bis ins 
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Unendliche; gleichswilig nimmt dms Verhiltnis ^ TOn oo bis ^ ab. Glei- 

ehuDg (41) sMlt tlio in diesem Falle eSne Seher von Hyperbeln itar^ welche 
die ganze HUbebeiie der negaiiTen Ordinaten und einen TeU der anderen 

Ha1hs'l)*ne ausfüllen. Nimmt d noch weiter ah, von 0 Lis — h, so erLalt 
mau die Bchar der zu den cbon bozpjfhneten Hyperbeln iu 1^f/iu» auf die 
I-Achse sviimK'trisch liegeudeu Hyperbelu. Die Wert© d ^ b und (/ < - b 

6* 

ergeben kfiii«- nouen llyporbeln, da, wenn man in für d seUt, die 

Gleicbutig uiivcruiidi-rt bU'ilit. 

f> Funkt C äutdäaufe die Germie y ^ Xx. — Daun erhält man aus 
als Ort fBr r 

(42) {la^i - b'n) (1 + iiO (i« .^i«ay ^ ^ • 

Diese Qleiehung stellt r ine Hyperbel dar, deren Mittelpunkt der KoodBnaien- 
anfangspuokt ist, und deren Asymptoten die Gleichongen 

haben; die zweit«' dieser Asymptoten ist zu der (Jeraden y j Ix senkrecht. 

Für i = ± j , d. h. wenn (J auf einer Asymptote der Hyperbel (38) liegt, 

werden | und t] uneudlicb; es gibt dann also keinen im Endlichen liegenden 
Kurveopunkt., was aich auch leicht dmcb geometrische Betrachtungen be- 

stätigeo läßt. Gleichung (42) bleibt unverändert, wenn man — für k 

fr* 

setct Demnach entspricht den beiden Gmtden y — und y — in 

\C\ eine nnd dieselbe Hyperbel in [F]. 

Bei vpranderli( htui ). hat man den Satz: „Thm Straldehbihchd durch den 
KoordmatenanfangspuhLt A in [C] entspridU eine Ik^pekckar koneentrisdtar 
Bfipnbelm mit Ä iüs gememsamem MiüdpmdeU tn 

d) Fmdtt O ämdUmtfe die geffebene Sffpirbel (38). — Dum ist die 
dnreh die Gleiehong 

(«) 

dai^stellte Evolute dieser Hyperbel der Ort des Punktes F. Da die 
Gleichungen (39) nnverSndert bleiben, wenn man in ihnen — — Ar « nnd 

Y ^ 9 setsty so entspricht die Evolute (43) awäi der Kurve * 

und durch Wiederholung der Betrachtungen, welche sich an die EUipsea- 
evolnte (32) knüpften, findet man, daft es noc^ nne dritte Kurve geben 
maß, der ebenfalls die Evolute (48) entspricht Ihre Glttchung ist, wie 
man aus (34) erhftlt, 

(45) (;»* _ a«) (y« + 6«) (6»«« - «•/) + 8a*ftVf* - 0. 
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Die Kurve (44) besteht aus zwei Zweigen, die zwischen den Scheitel- 
tang^>ntf>n der Hyperbel (38) liegen, dipsp 7U Asyini>foton haben und 
einander iu Ä berühren. Hieraus ergibt sich , daü jede Cierade x =^ c ent- 
weder die Hjperbel (38) oder die Knire (44) in zwei Punlcteii ecluiMdet 
Diesen Schnittpunkten in [C] ontspnH heu in \r] die Sdinittponkte der 
Hyporbt'l (10) mit der Evolute (43). Femer ??c]ineidet jede der genannten 
Geraden die Kurve (45) in zwei Punkten; diesen Funkten in [C\ entsprechen 
zwei Punkte in [T], in denen die Hyperbel (40) die Evolute (43) bertüui. 
Aua letcterem folgt der aals; JW« EeoUOe (43) ist «He JSSkthäOmde der 
durch die Gleichung (40) dargestdlten Ilyperbehcliar." Weniger einfach sind 
die Beziehungen zwischen der Hyperbelschar (41) und der Erohite (43), 
wie daraus hervorgeht, daö jede der Geraden y = d die Hyperbel (38) und 
die Kurve (44) in je zwd Punkten soimeidet nnd nnBerdem noeb die 
Knne (45) in 2 oder 4 Punkten treffen kann. 

(') Punkt C durchluüfi' dir riltivhscUujc lltfpnbd xy = ^nb. — Dann 
erhält man nach demselben Verfahren wie iu Ii, 3e als Gleichung des 
Ortes von F 

^ ^ -(1 +^»)«(a» Mr)'(«5--M6'/)(M«5 + ^'»i)-0. 

Diese Gleichung stellt eine zentrische Kui^ve vifrton Grades dar, dif flmch 
den Koordinatenanfangspunkt A geht und diesen zum Mittelpunkte hat. 
Die Kurve wird vom der Geraden ^ A| in vier Funkten geschnitten, 
deren Abedesen bestiinrat elnd durch die Gleichung 

S»{|*((«-Afi&)'-(;*fl + A6)«]«§«-(l+^«)'(«' + i>»)V-A#*6)(fta + A6))-0. 

Zwei der Schnittpunkte fallen hiemach immer mit A zusammen; auch von 
den beiden andern gilt dies, wenn entweder ^ ~ ^ oder A ~ ^ is*« 
Demnaeh sind die Geraden 

a| — =- 0 und + ~ 0 

^e Tangenten der Kurve in A. Die Chnda 19 admddei die Kurve 
in nnendlicli entfonten Punkten, wenn 

ist, d. h. wenn entwed^ % — kV*— r? oder % rTT-r »et. Daher haben 
die Geraden 

(47) (^+l)a|-((it-l)&,?-0 und (jt - l) a| + (^t + l) - 0 

einen unendlich entfernten Punkt mit der Kurve gemein; doch ist nur die 
zweite dieser Geigen ein Asymptote, da der unendlich entfernte Punkt der 
«raten Geraden ein singnlSrw Ftankt der Kurve iai Die Kurve sefaneidet 
die Abscifisenachse außer in A noch in den Punkten, deren Abiciasen 

£ I» + ^ ^ • — rind; die Ordinatenachae wird aoBer in il in reellen 

Punkten ni^t getroffen. 
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Bei ver&nderlif'lipm fi hat man den Satz: ,,T)er Srhnr sntntlicJier glnrh- 
seiUgir llifpcrbffn in [C\. weidie die Koordinatenachsen m AstfmpUtUii haben, 
entsyridit eine Sdtar Kurven vierten Grades in [i'J, wddie den Koordinaleti- 
anfangsptmkt ab g muiiu tm m MUklpunkt habm. Jede dieser Kurven hesteki 
am zwei sich bis tM Une$idlkk9 erstreckenden Zweigen, die eUumder in A 
schneiden, und /T/r irelche dir raeife dtr Gtradm (47) gemeinsame Antfn^^ie 
ist; jede der Kurven enüiiül ouficrdem den unendiich entfernten Funid der 
ersten der Oeraden (47) als singwUtrem PmütL* 

Ist die Hyperbel (38) gleichseitig, so vereinfachen sich die gafandenen 
Resultate. IMe Hyperbeln der Bchar (42) sind in dieeem Falle ebenfall« 
gleichseitig. 

Prenzlau. Ötk*ikmann. 

Zu 68. (Bd. IV, 8. 849) (E. N. Berinen). Die EttipM sei durch die 

(ileichnng 

, (1) tV + aV - an* 

gegeben; die Gleifdrangen der Asjrmptoten der gesncbten gldebseitigen 
Hyperbel seien ^ 

(2) jf-la+1»» »-~x + *- 

Bezeichnet man den konstaiiton Tnlialt des Recht^'cks, das dun.b die beiden 
von einem Hyperbelpuukte aiui aul die Asymptoten getUUteu Lote gebildet 
wird, mit c^, so ernibt sieb nls Oleidrang der Hyperbel 

(3} (,_ix-i>)(Ay + A9) = (l +Ä»)c'. 

Sie soll durch die Endpunkte der großen Achse der Ellipse geben; daraus 

erhält uiau die beiden Gleichungen 

(- ia-p){a - kg) - (l + A^c«; (la - J))(- a - kq) = i^l k*)cK 

Ans ihnen findet mnn X - «*- ^^SZ^pVll und doicb fiinsetwn 
^eser Werte geht (3) Aber in 

(4) a^ + ^"~':c3r-^ + (|, + «),-a«-0. 

Durch Verbindung der Gkithungen (2) erhält mau als Koordinaten des 
Mittelpunkts der Hyperbel (4) 



und hierans folgt: 



(g - p) ypq ^ 



Setst man dies in (4) ein, so wird die Gleichung der Hyperbel 

(6) ^_^-,y_^ + i(|li5:)y.a«-ü. 
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Multipliziert uiau ditise Gleiuhuug mit b' uuü .sulitrubieit vüu ilir Gleichung (^l), 
80 ergibt sich 

,[-^^'«.-(«^ + *.), + «!M] = o, 

also (utwtMli r // ^ 0, und diea bezieht lieh auf die Endpunkte der groBeii 

Achse der Ellipse^ oder 

und dies ist die GlMchnng der sweiten gemeinsamen Sehne der £Uipse (1) 
und der Hyi^rbel (.'*). Die Bedingung difttr, daß sich beide Kurven be- 
rühren, ist die, (laß die Gerade (6) gemeinsame Tangente werde, also nach 
bekannter Formel 

oder 

Die Qleiphimg des gesnehten Ortes ist also 
oder in Polarkourdinaten 

(7) - a'cos'd + ^^^.^'sin**. 

Hieraus wgiht sich folgende Konstruktion: üm den Koordinatenanfiuigspnnkt 

0 schlage man swei lümse mit den Radien a und ~^ sodann siehe 

man von O ans einMi Strahl, der mit der AbseisBettachse den beliebigen 
Winkel bildet und den ersten Kreis in Ay den zweitei) in B Bchneidet. 
Dnrch A lege man die Parallele zur v/- Achse, durch B die zur x- Achse; 
der Schnittpunkt beider Parallelen sei C. Endlich trage man auf OA die 
Strecke 0P= OC ab. D&nn ist P ein Punkt der. Kurve (7). Eine Dia- 
knssion dieser Kurve findet man in „SehlOmilch, Ütamgabnefa snm 
Studium der höheren Analysis, 1. Teil, 2. Auflage, Leipsig, Tedi>ner, 1873" 
auf S. 83, No. 16. 

Prenzlau. W. Stsobmamn. 

Zu 69, (Bd. IV, S. 349) ^E. N. Barisien). Die erste Bebaoptung gilt 

für jedes beliebige Dreieck; der Kreis £' ist der Feuerbachsche Kreis. 
Die zweite Behauptung folgt daraus, daß das Dreieck AMB rechtwinklig 
ist; die Krei<;e 2? und £' ber&hren einander im Punkte M. 

Preuzlau. VV. äiKituMAini. 



Zu 71, (Bd. IV, S. 319) ^K. Cwojdzinskij. Gegeben sei Dreiecit AMC 
und die Gerade g. Von A, C aus fiUle man tMf g die Lote AD^ BE^ 

CF, ferner von D, E, F aus auf BC, CA, AB die Lot*^ 77 ff, Eff, FJ. 
Die drei lef/.len T.ote ^(■]llleideIl sieh im Lotpunkte X. Fällt man nun noch 
von L aus aut g das Lot LK, so ist LK — d z\x bestimmen. 

AkUt iwt JffttlwnuUk und Fhjriik. HL B*ih*. V, Sfi 
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Es ist immittelbar einleuchtend, d&fi, wenn man die Gerade (f parallel 
mH sioli selbst Terachiebt, die Punkte D, Fibre gegenseitige Lage bei- 
behalten; d» Micib die Geraden DG, Elf, FJ eine Parallelverschiebung 
erleiden, so hlcibrn die Drciock»' LEF, LFJK J.DE unverändert und die 
Strecke d ist also für parallele (terade eine konstante Größe. Man kann 
daher die Gerade g durch eine ihr parallele (Sende g' ersetzen« Diese 
werde dvreh den Scbeilelpaiiki Ä desjenigeti DraleekswiokelB gelegt, der von 
ihr innerlich geteilt wird; die Seite BC werde von g' in M getroffen. 
Konstruiert man jfi'/.t, wie oben angegeben wnrdp, so fällt Punkt D mit A 
und die Gerade DG mit der von A ausgehenden Dreieckahöhe zusammen. 
Bb ist dann 

d — LE = AL ' eoB ALK AL ' eoB ÄMG ÄL ' voB^ii 

A T "° ^ AF_cmJ''AJ ä F cos y, 

" tAüALF tlnÄBC^ " rin^ * 

AF «= CA • cos CAi = 2 r sin |i cos tp^ . 

Hithin 

» 2rooi8 9i||C0B^; d 2roos9», coe^eoe^g. 
FmulaxL W. Stbobmakn. 



2. Sprecluaal itir die Encyklopädie der Mathematischen WisBenschafteiL 

[EioeendinigeB fär den Sprechsaal erbittrt Franz Meyer, Königibeig i. Fr., 

Mitieltragheim öl.J 

Zu I, S. 993, Note 272. 

Es ist kein hergebrachter Irriutn, sondern dunrhaus sachgemäß, die 
natürlichen Logarithmen als Napiersche zu bezeichnen. Wf'nn man Napier.s 
orsprüngUche Logarithmen unwesentlich umformt, nämlich ein Konuna hinein- 
setst und, worauf Napier amdrttcklidi buiweist, das TonMcthen aiidera 
wihlt, so erhält man ein LogarithmeDSTStem , dessen Basis genau die tEsn- 
scendente Zahl ist Beschränkt man sich auf dir Einsetzung des Komma, 
so wird die Basis allerdings 1/c. Die beiden Zahlen e und 1/e sind aber 
ale Gnmdiahlen von LogarithmensTstemen einander völlig gleichwertig. Die 
'Betnushtangen, durch welche Napicr in der Constrnctio von seiner vor- 
läufigen Ba-sis (1 10" zur echten Basis 1 /f tibergeht, "sind ponial und dfr 
höchsten ikwunderung würdig, sie werden duich die Gleichung dy ~dx I £ 
genau umschrieben. 

Dagegen haben Bflrgis Logarithmen, nachdem sie glucbfaUe dnreh 
Einsetzung eines Komma auf moderne Form gebracht sind, zur Basis die 
rationale Zahl (1 10" die mit der Zahl e auf 4 Dezimalstellen über- 
einstimmt, theoretisch aber mit ihr nicht die geringst« Verwandtschaft zeigt 

ICan vergleidie Napiers Gonstraotio, benondere auch die englische 
Übersetzung von William Rae Macdonald, Edinburgh a. London, 1889 
und Paul T<ttitip' v, Arzpige der phototjpischen Naehhildnnp der Cnn- 
structio in Darboux Bulletin, ferner M. Koppe: Die Behandlung der 
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Logarithmen und der Sinvis itn üntenicbt, und M. Kopp«: Resension sa 
Gnvelaar, Napiers Werken, BibL math., 1901, 3^ 150—152. 

BerliiL M. Koeye. 

£ä scheint der Redaktion — im wesentlichen in Übereinstimmung mit 
«nem ihr zur Varfttgimg gestellten Sehretben des Herrn Professor Mehmke, 

des Verfassers des Encjklopädieartikels I F — daß hier weniger eine siichliche 
Differenz, als ein Unterschied in der Auffassung vorliegt. Herr Koppe 
gibt zu, daß Napiers Logarithmen wie sie uns überliefert sind, die Basis 
1/e haben. Wenn Herr Koppe die .ändenuig des Voraeichens, um auf die 
Basis (' /II koiiiim n, nm* filr eine nnwesentliche Umformung hält, so ist eben 
darin HeiT Mehmke aiidorpr Mpinung; er weist in seinem Artikel fErK yklop. I, 
S. 986 oben) darauf hin, daß es gar nicht üblich ist, negative Logarithmen 
zu schreiben. Oder um es drastisch ausxadr&cken, was würde man sagen, 
wenn hd einer Tafel der logootg« in der Übersehanft igs statt eot^« stBnde? 

Daß bei Bflrgi die Basis nicht genau, sondern nur bis auf ' i if gewisse 
Anzahl von Dezimalen ^rlpitti r ist, win Herr Koppe angibt, ist vollkommen 
richtig; Herr Mehmke ist in seinem Artikel der Kürze halber nicht darauf 
eisgegangen, da für ihn die natOriichen Logarithmen Überhaupt keine wichtige 
Rolle spielten. Wenn Herr Mehmke die Verdienste von Bürgi besonders 
betont hat, so ist flas freschehen, Wfil <lip Engläridpr jfne Verdienste eben 
nicht haben anerkennen wollen, jedenfalls sie nicht anerkannt haben. 

Amuerkong der Bedaktion. 

Der wahre Saehverhalt lllfit aidi nur ans den Quellen feststeUen. Sie 
geben ein eindeutiges Resultat, welches für pere5nUche Auffassung keinen 
Spielranm IftBt In den modernen Bandbüchem sind sie nicht ansreidiend 

analysiert. 

Der wesentlichste Punkt ist, dafi Napier von der rorlSofigen Baäs 
(1 — 10"')** 7n der definitiven Basis 1 / r übergegangen ist, daß er somit 

— genau zur Grumllage seiner 

t 

ausführlichen Tabelle gemacht hat. Die vorläufige Basis war eine rationale 
Zahl, di» mit r~ ' auf 7 Sf eilen übereinstimmt. Schon Wittstein in der 
Einleitung seiner Logarithmen-Tafel sieht die Einsetzung des Komma und 
die &ndenmg des Vorzeichens, die ja Napier selbst schon erwKhnt hat, 
als eine unwesentliche Modernisierung an, er glaubt aber als wesentlicihen 
Untersdiied zwisdien Napiersefaen und natOrliehen Logarithmen berror- 



heben zti müssen, daß jene die rationale Zahl (1 — 10"')"*, mcht e od 
1 ff zur Rasis hUtten. Diese letzt** .Annahme erkennt man aber gerade als 
falsch, wenn man nicht nur die (iebrauchsanweisung (Descriptio), sondern 
andi die Construetio, die tfaeoretäsbhe Entwicklung der neuen Erfindung, 
zu Rate zieht. Kewitsch hat sieh, wie Wittstein, mit der Descriptio 
begnügt, daher ist seine, von Canlor und von Mehmke olinn weiteres an- 
genommene Formulierung nur eine AnnUhenmg an die Wahrheit, die in 
einer künftigen Gesdu^te der Mathematik nicht mehr die erste Linie be- 
hauptsn wud. 

«1* 



i7 



er 
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Der Hinwris auf Encykl. I, S. 98G, „ne^^ativ*- T.ogarithmen seien gw 
nicht üblich" ist ungenau. Denn jeue Stelle handelt nur v«'n iJriggisehen 
Logaritluuen. Diese werden allerdings nicht nur beute — >va.s ja füi' unsere 
geaebicfatliche Fng« nicht in Betnbcht kftmo — sondern wuitlen schon von 
Briggs und Wallis in folgender Weise omgewaadelt 

log 1/n - — 0,49715 - 0,50285 — 1 . 

Eine derartige, auf S. 980 besprochene, Umformung wäre aber für natürliche 
Logarithmen nicht sachgemäß, man muB nicht setzen 

In lj% = - 1,14 473 = 0,85Ö27 — 2, 
sondern nsch Napiers Anwsisiing 

In 1/» =* — M4473 1,15786 — 2,30259, d. h. - 1,15786 — In 10, 

woraus ~ «- 3,1831 : 10 wird. Wirklich brauchbare Tafeln — nicht 

Listen — natürlicher Logai'ithmcn siud beute kaum vorhanden, ihr Numerus 
mOftte von 1,000 bis 9,999 gehen, nicht etwa von 100,0 bis 999,9. 

Weim in einer Tafel statt der Cberschrift log cot x stSnde log ig so 
^\^irde ich verhuigfu, duB aui li log sin o' in logcosecx, log cos a" in logsee .r 
geändert mlirde. Dann iielk sich mit ihr sehr gut jede Aufgabe aus der 
sphirisdiett Trigonometrie lOsen. Dafi diese Tafel mit der Basis von der 
Briggi»;hen wesentlich verschieden w&re, wird wohl niemand sagen. 

Eine Zeile in Napiers Tafel lantet: 

Sinns Logarithmni Difoentiae Logaiitiiauis Sinns 

+ 1 -- 

SO^'O' 6000 0ÜU Ü »21 469 6 498 06» 1438 410 8 660 254 60^ U' 

Die mittelste Kolumne enthält log tg 30° oder log tg 60^ je nach der Wahl 
des Vorzeichens. Napier wuÜte also sehr wolü negative Logarithmen zu 
verwenden. 

Berlin, IL Kopfb. 

Zn m 3, 8. 84. 

A la pag. 84 du t. on parle de ce fait, que, pour deienniner 

coraplet^ment la forme d'une courbe dans l'espace, il est necessaire et 
sutÜsant dp connaitre les exprt'.ssiotiH de la courbure et de la torsion en 
fouction de Tarc. Or cette importante pruposition se trouve deja implicite- 
ment dans la M4(xmiqw analjftiquc de Lagrauge; mais eile a etä ^onoee 
(sinon auparavant) par Bertrand en 1863 dans la dcrniere note au Cbap. III 
de la Sect. V (l*** Partif^ de cct ouvrage. On lit en effct au bas de la 
pag. 182 du t. XI des üeuires de Lagrange (Paris 1888): „On voit, 
d'apres les resultats prie^ents, que deux oonrbes sont superposaUes lorsque 
les rayons de premiero et de seconde courbtare s'expriment, dans l'uno et 
dans Tautre, psr une meme fouction de Tare. £te.> 

OlneB. Qmo Lobia. 
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Berichtigimg zu I B 1 b. 

S. 26H, Zf'ile 10 — 26, Die Bedenken gegen die Sylvestersche 
£liaiinatiou£mot.hode sind leicht zu heben. Nämlich bei der Anwendung auf 
die homogeiMii Oleichungen 

resp. 

«f--o, 4«o, *3-o, i^-o 

gewinnt mau bei der Elimination eine Determinante, in der (nach passender 
Anordnung der Zeilen) die Slemente der Hkuptdiagonale gleich 1, die 
flbrigen Elemente aber 0 sind. Damit ist beiviesen, daft die teglidieil 
Belationen von einander nnablitngig sind. 

Budapest Jo&av KüBSCBaK. 



3. Bei der Eeclaktion eingegangene Büclier. 

Amu.. efe CaAmn*, J., Lecona de m^caniqne A^meafcaire. Paris 190S, Qauthier- 
Vflläni. ms. Fk. 8.75. 

Aftet i., P., Trait^ de m^caniqae rationnelle. Tome truiHif'me: Enuililire efc moUTe* 
ment des milieox cuntino«. Pari« ISOS^authier-Yillars. 658 8. 

Aaannm, J. A., Ldirlmdi der koemiiehen Fltynk I, IL Lupzig 1908, 8. ffinel. 
1026 S. M. 38. 
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ARCHIV 

DER MATHEMATIK UND PHYSIK 

MH BESONDS&BE BOC^IGHT auf DIS BEDORFMISaS 
BEB LEHRER AN HÖHEREN UNTERRIGHTSANSTÄLTEK. 

ÖBOBflMDBT 18Ai DVBCH J. A. GSDHBBT. 

D Ü i T r L K E i H ü. 

MIT ANTTANO- 

SITZOKGSB£iUGflT£ DER BEEUHEii MAIUKMATiäCHfiK a£8£US0UAn. 

VOM 

X. ijucn w. ntASz uns b. xahnxb 



5. BAND. 1. UND 2. I L)OPPJUi-)KEi?"I. 
MB u nnnooxili. 

AimOSOBBBN AM 7. APBIL IMI* 




LEIPZia UND BfiBLlN, 
DBÜOK ÜHD YIBLAG TOH B. 0. TBÜBNBB. 

im 

Generalrp^nster rnm Arctiv der Katheuatik nnd Physik^ U. Reihe, Band 1—17, 
iiMBBengestoUt tob £. Jakike. Mit «iiea BUdiis ud Ue E. Htfi««. ßLXlU 

tu S.] gr. 8» IML SÄ. 1. Ik. 



ARCHIV DEB ICATHEMATIK UND PHYSIK. 




Alle für dia £«daktion bestimmten Bendimgcn (Brief«, M&nuAkripte, U»- 
I tt. B. w.) aind m. das s«aehjUt«f&hraaden Sedakteur: 
Dr. E. Jahiske, Berlin W 15, Pariser StraftM ftS 

■u richten. Ka nehmen aber mich äetaeimer .^l^flsiWMPmt^ FMi^ Z<M 



Die Herren Veria.sHer erhalten unontgeltlich Ton größeren AuiUtsen 80 mit 

iimufihiiig veraehen« äondarabdruake, Yoa^ kleinMraii Beitn^wt, MittaOu^Mi, 



Berlin W 15, l'asnQcyiFjtraUe 8'J und Prof. Cr. W. Frans KttyM Im FflllUrtll llj 1 

MiVioltrAKhoLLu Sl , öenduDgcn fuj die RedaJction &n. 

lOllfi^ ' 

■imuB «. •. w. 10 Absfifo d«r b«lr. Bttimt 

■V Jeder Baad 4m AMhivs unlMt SA Druckbog«i In f BaAfn ind 
lA Mhxi J&hiUoll MUn lOilebrt «ftwn 6 Btite «asgegisbea 
jancM «Da TmuuMM t m wAwam PMteUnntw «a» 
■ ■ ■■■■■ ■—^p'^—^——»" 



IM« Biiaktl« «mfU Ü« Htraoi Ailmi, !■ flaw «igaua foteaviM to 

Uafug der für das ArcTiiv bestiEintPTi Manasknptf» nrnh MSglichkeit ftTTKclirSnkeTi 
nw*llen, da iir s«khe geriig^en Umfang«« An^^tiiclit lia)jrn. in nü ehster Zeit äbgedruekt 
n weHea. Die Bedaktiom teilt ferier mit, daü ue «ich dareh den Umfang dea 
▼filicgwifli MnukrlpliUMtailalt fir 41« ildwl» Xdt TorUaleft «leht, luangnral» 
diwertatieBeii in extense iis Arehlv aafkuehne^. 



8«IM 

Ober eine Au/yabt dti Mtchumk. \ ou J. WeiBgartea in Berlin. Mit 1 If^igor im Text 1 
SjfUthetische Behandlung einiger ProSUm ^IbUf Kimm doppelter Xrtkmmmg. Yoo 

Wilhelm ScTiPÜ in KarL^ruhe 4 

über einen vermeintltch ridiii^ SatM von Gerg<mm. Von Ibidelf Stam in BreeUui ü 

Übtr na/^yrmvNjrmtNH» JfojsAHal-«^ Ten ftilalf Stani Iii Btedaa 11 

Über hdhere Kongruenzen. Von A. Hnrwitz in Zririch . 17 

äwr la singuhiriU doni cont affecUes, pow tme viteue nutte, Ut ^musHoim du 
mouvemt nt d'm poktt wuMriei fnUmt enr «mm mmfat»; Fto jL f. Ii0ffl> 

CiviU ä Padoue 18 

Brief vm Leverrier an Jaeobi. MitgeA^t von £. Jahike iu Berliu |T 

Brkf Mm LiauniOe em Jueobi WligMi von B. MnkA in Beittn 4i 

tJbtt 4k AüKflBtmg i$r tnmtcendenten Gleiektui§ 



/ --y-jn^^^-lT " Von to B. «. «Uta in Beriia. . 4t 

0 Äo • 

Von der Feriodintät der KettenbrUche, in wiche »A JmdioHale »weiten Cfradee 
enlwtdkdn tanen . Yen L. NatthiMsea in Boftock 47 

über ein in dtr Vektor- Analmis miftrefetid^s SystmfßTfielhrDifftrmvtiat^eiAmigin 

1. Ordnung, Von £. Kaetseh in Dresden 64 

On <fte IBbma^nder» of Ae TIhmbers of Triangle of Paaeal rttped to a Prime 

Niimber. By T. Hayashi, Ifatsuj-ama (Japan) . 4T 

Über einige elementcu^ Grundgedanken der Nomographie. Von M. iu Paciiw 

lia^4 Fignrai im T«tf ... 70 

Übtr den Zmamme'nhrnuj rinrr hei der Ukimg von AUuuens Anfunhr auftretenden 
gleichseitigen Hyperbel mit der neueren Dretedc^geometrie. Von Oekar ttataehe 
m Breelau. Mit 1 Figw in Tel* 84 

Über den Verlauf der sahlenlheoretüdm XkuOtiom ^ («). Toa Iiwiw 
' in Berlin . ^ 

Über die Maximalordnung der JPermuieitime» gegebenen Gredee» Tom M^M">* 

Landau in Berlin 88 

Ein Übefir{igtmg$prineip des Herrn E. Study. Von £, MMUer in Wien. IDt 
% Fi0nr IUI Text 184 

i«r8.8«ne 
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V«i% yon B. 6. Ceubncr In Leipzig. 

R cchenbiich f flr Mtferw »a«^ 
httcrcn £eiiranstaltgiL imihi 

laWwiMihwtHi TB» gartty »«8 JWfiller-Xahiwslty. jUraas- 



AttSflabe A: Föt Gymi.a««i. gr, 8. FMt: g«l>. a.40 4^ 

geb. 2 .60 ^ ««wracOTi«. gr. «. Pk«eta; 

JOÜ« aad v,«i»«tlgkelt <!« far d«i, t>bM«SSLw2i^ »««^«■''«e»» •>>» durch die 

kamaml^M, durch die Auf«.b. d^m^SS^^ T"'Jf?*!S,«"" VerhaUm«o und Vor- 

Ä wBmufAÄÄL preuiiMh«. , 



Sammlung von ;ffnfgabctt ans icr 

jfrlthmetfk, Trigonometrie nnd Stereometrie ait besonderer Md. 
sichtignng der ^nratefoi m JffiÜcr n» Miai^ 

2. «Ittfl gr. 8. ^;^rti§: gcB 2 20 ^ 
U. 2«I: gflr We oberen Stlaffea bcr (Mtimnarten. ^ei«- ßdl 3 20 

IL Seit: 9mÜ: 9^»A0A 

8t SBfllhn unb ®. aRoitoalb. $tei»: gÄ sT-- ^ 
«tge^iffe jur KuSgöBe A I - . fio ^, ^Tn^gobe BI -'.60 JHfUb Waiden 



Btingl ,:e nfbfii lonSlciem übunaMoH für Mr trti%^üu'ZlC^1Il' ST*' »If™ *iJi::ti(i 



_ 9a krr Bit 



II BtlaBflrnfB aal Mfl|(t 



•VW 



VerU« ^ S> ö> CcMbttcr in Leipzig. 



Mathematik auf ta 



ydnrich )fiH^^ 

JITfwor am K8«lgUoh«n Kaiserin A.,«.ta-6y«.«.l«l « ^^JJ^T^ 

Unter I et uttba. ge^. 2.Ö0 . * — «.^^ ^^u i £n ^ 

.«nb ptittlO- 'i^^r 3 -20 » mix M 

a »««In un!) HO. Xnaiwalt geb. 2.20 J[ ^ 

für präpaT™^.n<mftott«i- »»" "* 

5. Seggcc. 3.20 A 




ileMtonslehre. 




ftigyWtA )er koftsMerenicn Stereometrie. 

vo« Prof, Är. C, ^. fSm ^^^jt^iMi^i^^ 
Prof« Otto Prester anderHtädtischenobeöMbdwi»« 

Ifit «8 Figuren im Text C™ «. MO 8.] gr. 8. m. 

la Lein^ {?eb. «<t 4 . — ^ • —g, 

C 122 Figo«« im Text. [VI ISB 8.] gr. «. IW- 

In Leinw freb 2 - ^ ^^^^^ 

a« lH»5lwlM«*«° <T, :o H«tno" ein Hiermit U> y <gy*^yf.., j,^^^^, i^^^t 
ta d«r SolJulbuoh-Liwratur gckennjfiob u«! JiM ,!S!üa.H.t^h«T.\ tTbunff^l (T, v >. «U 
lMb««r D»n»teUunB den B»**™"" P'*J*^If?^Sir^33i« ia Betrmcht k mroen Luna- 
«r »«f •'»'«»■^•^'^•^''fl.^il^Sf^SLi!!^^ preTiii.ehen Lehrpii«»« 

,p«ktir»V^ •JrfjtewWoW ^^^^ 
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GMfnipU«. Ton i»A»t«r.- 8. 8Q8i. -~ fioxtl. tnll; U90M «ur ]m aMm i 
itimw poflittfr. Tw BniHMii S. tOS. Lerla« OId«, Ii iolnM walte 
riplVantira Orpcia. Libro IV e V. Von M. ftBtor. S. 809. — Kaytar, EL, Letarbneb 
der Ptaysik f&r Sitidierendo. Von E. AackkijuiA. S. 810. — Andojtr, H., Thtoi* 
da la Lüne. Ton S. kaOMaaM, 8. US, 

Vermi$(^te MittHhmgi'n _ „ SIS 

\t Aufgraben and Lehrsätze. I<Aiinii^<>n. 

A, Aufgaben und I/ohrsitzc. 80. Von P. 8täcktL 8.818. — 81. Von B. M. Barlattar 
8« 818. — &8. Von X. Jl. Baritl». S. 814. — 83. Von «. M^Jcea. S. 814. 

— ■ S4. Too 0. 4l«tadM. S, 814. — 86. Von «• «■taeke. S. 8U .... 313 

B. Lr 1 ; 11 7 1 S. Lampo) vou W. St«g«iii«un. S. il 1 Za 38 (K. N.Barisieu) 
Ton H. bt««eai«a«. S. 836. — Zo 99 (E. M. BadciaaJ ton V. BtetoMwa. 

8. m — Ka 7t OL CirajdsftfaU) tob W. MagMMBa. fl. SIT 815 

2. SprecT:'!t(i1 fCr die KncTUop&die der Mathamatisoltoo WiMmiehafteu 388 

8. Bei der Aedaictioa em^angene Bficber 341 

VIerxebat« Sitxun; am 25. Februar 1908 41 

mMuU 8ttnwf an 88. M«n 1908 41 

flMhMhBto flUnv HB «9. Aprfl 19W 41' 

Siebenrehnte Sitsong Tnr'i 27. Mai 1908 .... 42 

Über den InTariantenbcgriff in der DiflCmatialgeonetiia. Von kadalf Itoth« .... 42 
Über die linearen TranaliwiBaMfliiiaii, viMha DatanriaaAa in rish ttbariUiHo. 

Tw SnuH Stalatta 47 

JEingchriufm ^iiul tanl eum Ahdmch ni rfrn vnrhs'nt Heften rirhiriqeyi Urifr/io/' drr HfrreiH! 

M. Baaer, fr. Uanleli, B. EckJiardt, M. E«panet, F, Flttlns, tiroBmaio, B. Ulaiiclie, 
T. Haraahl, fl. Heaeeaberg, C. Heaaiaan, E. Jabake, Bd. iaalaefc, 8. Kastor, L. Klag, 
C. -Uhler, T>. Kokett, i. Kraa«, H. Kthae, F. London, Pb. BaffBBchea, E.Haie» B.Xefer, 
Vr.Bar«r, r. «lUa, H. NUUea, E. Babfeld, L. SaaluchGU, Sckovt«, B. 81ataev» 1. T' " 
W. meaeMBB, W. T«lt«^, B. t. Wabwr, A. Weadlar^ «t. Baapite. 



Berielitigiiilgen zum Doppellieft V, 1/2. 

Seite 9, Zeile 7 von unten mnß hdßen: dftt «tat* den Dreikant; 
Seite 12, Zeile 18, 14 von oh^u muß ea heißen: statt A', , iC| statt 
Seite 14, Zeile 19 von oben mufl ea heifien: B < statt > CD + 80*« 
14, Zeilfl 19 von nnten nrnfl ea heMton; Ö> «Ufct < 90*. 

Vert ag ¥ow S. 0> Ccul^tieir fn lUipgtflf. 

bII 8000 ttnfgaben ent^oftenb, übet ofle Zeile bec (E(ementar>ttrttl^nieti|, 
BPiiBoAndfe füt (B^mnalten, 9{ealai|iniui]leii mtb ObemaIf(^l(cii. 90», JL S.90. 

t>Dniig#tt>. f. I^Sbere i^üürgeijcl^ulen, :Hrul)t:i)ulen, ipcogQmtta|ieti u. Wealprog^mnafien. 

•ebunben JC 2.60. 

Kenieoriettungtit ion ^t$\. tpir^fer unb frof. f relirr. 

W '^ft blffft ??fu»»fot6ftfunq Bf fleljt hir StR^t, imcb ®ibflli<l)ri'll Mf 't)forbfrunfifn nu bftfltt- 
flAHflcn. bif in U'I'.Ilm ;uijtm ai.-j- rni >frfi[tn &et %mStit^tx öftaus ciiiici* >iii^ ytuBbrait 
fletentmra ün^, inabtioiiottt aud) btund^utO) etnri tiitsai ftürrrttn IBrcwntviia bec >bnt^lal||e bri 
ntrlll^m S(6ml uab Ux tatmu4 JlottlinDcBtwn ^inturoDTgSnge is bca «wjrfWBwlfa lahatn. 

Biixl Mf« rnSfllt^ fcfa Mw lerffntfktc «nberunaru im But^nitt bec MMR U^K «i» släe 
~ " auf b(e 8ot)flBe, bir bitfrn tterfrn tti um bcn ec^uluntrini!^ fo eetbimtrn errfalTfT« l9T*> 
' ' ing an ben bS^ntn St^nffalten Orrh^fft ^abm. SiornrntliÄ mftb baffit arfoiAt »cibra, 



Dre £e ^ardcys 



9r. £. Bardcys 



tel Mt «gntiDftrtMifn Kaff oarn Mbet «i^ix cn4 artca (cc IteabMilmaM aMttct |gui8t Mcbn 
m4i ndttc |BC IMIfate gdaaien. 
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%\ycThg von ß. 6> Ceubtier in Leipzig« 



Hufgabeti-Satnmlimg 

^ aua ctrr 

HHtbmctIk, 6eomctrie, 
Cngonometrt« u. Stereometrie 

iwbftHn Wendungen auf Hftronomic, f eldmerfutig, 
ffautth, pbyftk, ZcdhnlU, TolfeöwirtfcbaftöUbre, 
für du oberen RUTfcn höherer Schulen von 

Dr. H. Schülkc, 

proferror «m Öymn«fl»mi zu Oftcrod*, Ofi-pr. 

^it 45 f igurcn un C<xt. u. 194 6<J gr. 8. 190^ 

Zum «ftm Male Und cw«l wiffnitlfait O r to Mi t Mwu w i Hwtet — 
41c lUAmnif wird nur «uf 4 8tcllen durdigefOhrt und der ör»d 
deztmal geteilt. Dadurch wird es ermSgllcbt» neben den bekannten 
und bewahrten Huf gaben noch den -r^unktionabegriff ftirtter zu be- 



tonen, öenau^gfcritB grenzen tBr 4U» RuliMug nt kiltflliiMK» miA 

fdic Hnwendu^jS; " ' 



VierftelUge 

Logarithmentafeln 

nebft mathematfrchcn» ph^tikaltfcben und artronomifd^en 
Cabelien fUr den 8d)utg<braud) zurammengcfttUt 

Dr. H. Scbülkc. 

4. MufUge. I^ii u. tö ö.) gf» 8. 1903. 8teif geb. JC —.60. 
1» lUfiiWMid gcb^ ^fC '-**9e» 

n{« r.iffi gcwÄtirt von «lUn »{frft«Ui«ni Cafclti wohl dU «rMM 6f«fa<hhf<T 
Übcrrtdttudikcit undKOrzr der Rc<*tiiitn«, uiMl Kt trmSaUdit dwr* Mf ütvimg 
v0a sMMhMmi CaMiM ciu h.iurtatrr h n wcndunff der JifttkeniAtili a»f 

VT T r h 1 1 rti c Vf r h .il r n l rfc. 
OUfeToriügr b.il-cn bcwirlii, iljft n.i* dorn .1 rn tlidien Tcrztil^llis rt.T an ticbfrcn 
MHWnrtaltcn prcukcna ttngefübrtm 8chulbü*tr die Cafrt am i. 'Jfuii «n 2 4 
{gtgtnwirtio «tw» «n 40) Hnmitcn bcntitzt wird. - ftrntr Tti darauf aurmrrkrAm 
gcmudit, «U* «lU Scnwtxune «Ur C«f(t dinrdi d(t Hufgabc n-Samtnlunt? dt« Ver- 
ftnwr» crUfditm wird, wcUb« Mblrcfcbc BcUpicU aus der rcinm und angovanitcn 
flatbewattk fOr 4 ftWUn und DcdnMlMbra« Aw OradM «ntMlc. Dimfc dUfe Ouf» 
grtm — wiiiilBiHi «t ««M cadoaiMg tfw 8«w«b fülifMr. dai Hir Otcilin ftr alli 

ttd»wt xw ed i< j m l tfM i. 

Da Run dunfe die neuen Cthrptln« vfnftci1f«e CafMn auedrMMMI OWft«tt*e Ifni» 
fb femn dIeCaM dm nrrrm facflUbri-rn ct^r rT.^t?irmaHti zur prQfuttt ^ 
Sinfttitrutig .ingf!fgfr\THct> empfohlen werden. 




Uianu Deüagan Ton B. 9* X«abner ia Letpsig» 
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